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Exercice 1 (question de cours)

Soit α un réel.

1. Démontrer que l’intégrale
∫︂+∞
1

dt
tα

converge si et seulement si α > 1, et donner sa valeur dans
ce cas.

2. Démontrer que l’intégrale
∫︂1
0

dt
tα

converge si et seulement si α < 1, et donner sa valeur dans ce
cas.

3. En déduire qu’il n’existe aucun réel α pour lequel
∫︂+∞
0

dt
tα

converge, puis déterminer la nature

de
∫︂+∞
0

dt√
t (1+ t)

.

Exercice 2

On considère la fonction f définie sur ]0,+∞[ par f(t) = ln
(︃
1+

1

t2

)︃
.

1. Montrer que f est intégrable sur ]0,+∞[.

2. À l’aide d’une intégration par parties, calculer
∫︂+∞
0

f(t)dt.

3. Soient a et b deux réels strictement positifs. En déduire la valeur de
∫︂+∞
0

ln
(︃
t2 + b2

t2 + a2

)︃
dt.

Exercice 3

On considère la fonction g définie sur ]0,+∞[ par g(t) = sin t

t
.

1. Montrer que l’intégrale
∫︂+∞
0

sin t

t
dt converge.

2. Pour tout n ∈ N∗, on pose un =

∫︂ (n+1)π

nπ

| sin t|

t
dt. Montrer que 2

(n+ 1)π
⩽ un ⩽

2

nπ
.

3. En déduire que g n’est pas intégrable sur ]0,+∞[.

4. Montrer plus précisément que
∫︂x
0

| sin t|

t
dt ∼

x→+∞ 2

π
ln(x).
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Exercice 1 (question de cours)

Soit f : [0,+∞[ → R+ une fonction continue par morceaux et décroissante.

1. Montrer que, pour tout k ∈ N, f(k+ 1) ⩽
∫︂k+1

k

f(t)dt ⩽ f(k).

2. En déduire que la série
∑︁

f(n) et l’intégrale
∫︂+∞
0

f(t)dt ont même nature.

3. Application : pour α > 0, déterminer la nature de la série
∑︂
n⩾1

1

nα
.

Exercice 2

1. Montrer que la fonction t ↦→ ln t

(1+ t)2
est intégrable sur ]0,+∞[.

2. À l’aide d’une intégration par parties, calculer
∫︂1
0

ln t

(1+ t)2
dt.

Indication : on choisira judicieusement une primitive de t ↦→ 1
(1+t)2

.

3. À l’aide du changement de variable t = 1
u , calculer

∫︂+∞
1

ln t

(1+ t)2
dt, puis en déduire la valeur

de
∫︂+∞
0

ln t

(1+ t)2
dt.

Exercice 3

1. À l’aide du changement de variable t =
√
u, montrer que l’intégrale

∫︂+∞
0

sin(t2)dt converge.

2. Montrer que t ↦→ sin(t2) n’est pas intégrable sur [0,+∞[.

Indication : on pourra minorer
∫︂ (k+1)π

kπ

| sinu|

2
√
u

du pour k ∈ N.

3. Pour x > 0, on pose R(x) =

∫︂+∞
x

sin(t2)dt. Montrer que

R(x) =
x→+∞ cos(x2)

2x
+O

(︃
1

x3

)︃
.
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Exercice 1 (question de cours)

Soit a un réel et f : [a,+∞[ → K une fonction continue par morceaux.

1. On suppose f à valeurs réelles et
∫︂+∞
a

|f(t)|dt convergente. En considérant f+ =
|f|+ f

2
et

f− =
|f|− f

2
, montrer que

∫︂+∞
a

f(t)dt converge.

2. Étendre ce résultat au cas où f est à valeurs complexes.

3. Application : déterminer la nature de
∫︂+∞
0

sin t

t3/2
dt.

Exercice 2

Pour n ∈ N, on pose Γn =

∫︂+∞
0

un e−u du.

1. Montrer que Γn est une intégrale convergente pour tout n ∈ N.
2. À l’aide d’une intégration par parties, établir une relation entre Γn+1 et Γn, puis calculer Γn.

3. En déduire, pour tout n ∈ N, la convergence et la valeur de
∫︂+∞
0

tn e−
√
t dt.

Exercice 3

1. À l’aide d’une comparaison série–intégrale, montrer que, pour tout entier n ⩾ 2,

n lnn− n+ 1 ⩽ ln(n!) ⩽ n lnn− n+ 1+ lnn,

et en déduire un équivalent simple de ln(n!).

2. Déterminer la nature de la série
∑︂
n⩾2

1

ln(n!) .

3. Montrer que
n∑︂

k=2

1

ln(k!) ∼
n→+∞ ln(lnn).

4. Pour β > 0, déterminer la nature de la série
∑︂
n⩾2

1(︁
ln(n!)

)︁β .


