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Prefazione

Argomenti di geometria proiettiva compaiono nei programmi di molti corsi di lau-
rea in Matematica, Fisica e Ingegneria, anche in virtù delle applicazioni pratiche
in settori quali l’ingegneria, la computer vision, l’architettura e la crittografia. Ol-
tre ai vasti trattati classici sull’argomento, ormai molto datati dal punto di vista del
linguaggio e della terminologia, sono in commercio alcuni testi moderni, come [Bel-
trametti et al.: Lezioni di geometria analitica e proiettiva, Bollati Boringhieri 2002]
e [Sernesi: Geometria 1, Bollati Boringhieri 2000], che contengono anche esaurienti
bibliografie.

Questo non è un ulteriore libro di testo, in particolare non è concepito per essere
letto ordinatamente dalla prima all’ultima pagina; vuole invece affiancarsi a un libro
di testo e accompagnare il lettore nell’apprendimento della materia secondo la filo-
sofia dell’“imparar facendo”. Per questo non ha pretese di sistematicità; ha invece
l’ambizione, o almeno la speranza, non solo di facilitare e consolidare la compren-
sione della materia tramite l’elaborazione di numerosi esempi e applicazioni della
teoria, ma anche di stimolare la curiosità del lettore, il suo senso di sfida nella ricerca
di una soluzione, la sua capacità di guardare un argomento da diverse angolazioni. Il
libro contiene inoltre, sotto forma di problemi risolti, alcuni risultati geometrici clas-
sici ottenibili con le tecniche relativamente elementari qui illustrate. Forse qualcuno
dei lettori sarà invogliato da questi esempi ad approfondire gli argomenti trattati e
ad affrontare lo studio della geometria algebrica classica.

In effetti il testo, pur avendo preso le mosse dalla nostra esperienza di docenti
nel corso di Geometria Proiettiva per la laurea triennale in Matematica a Pisa e dal
relativo imbatterci nelle difficoltà degli studenti, si è poi arricchito di contenuti di
solito non trattati negli insegnamenti della laurea triennale, ma che possono essere
utili e interessanti per un lettore intenzionato ad approfondire la materia trattata.
Un’altra caratteristica del testo è di non limitarsi allo studio delle ipersuperfici e delle
curve algebriche complesse, più tradizionalmente trattate, ma di prestare notevole
attenzione anche al caso reale.

La prima parte del testo contiene richiami, sintetici ma esaurienti, dei risultati
fondamentali della geometria proiettiva, di cui il lettore interessato può trovare le
dimostrazioni in qualsiasi libro di testo che tratti dell’argomento. Lo scopo di questa
parte iniziale è di dare al lettore una visione d’insieme della materia trattata e di
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fissare le notazioni e i concetti adoperati nel seguito. Nei tre capitoli successivi sono
raccolti problemi risolti riguardanti rispettivamente le proprietà lineari degli spazi
proiettivi, lo studio delle ipersuperfici e delle curve algebriche piane e, infine, le
coniche e le quadriche. Nello spirito descritto, nella risoluzione dei problemi non
abbiamo privilegiato né l’approccio analitico né quello sintetico, ma abbiamo scelto
di volta in volta la soluzione secondo noi più interessante, o più elegante, o più rapida;
talvolta abbiamo presentato più di una soluzione. Il livello di difficoltà è variabile:
si spazia da esercizi di carattere calcolativo a problemi più impegnativi di carattere
teorico. Gli esercizi a nostro parere più complicati sono indicati con il simboloK,
che vuol significare: “mettiti comodo, prenditi un caffè o un tè, armati di pazienza
e determinazione, e vedrai che ne verrai a capo”. Di altri esercizi abbiamo dato,
oltre a una soluzione oggettivamente semplice, soluzioni alternative che richiedono
ragionamenti più lunghi o complicati, che hanno però il pregio di offrire un punto di
vista concettuale più profondo o dimettere in luce collegamenti non immediatamente
evidenti con altri fenomeni. Abbiamo contrassegnato queste soluzioni, per cosı̀ dire,
“illuminanti” con il simbolo E. Abbiamo cercato in questo modo di offrire una guida
alla lettura del testo; siamo infatti convinti che il modo migliore di utilizzarlo, una
volta acquisite le nozioni di base illustrate nei richiami, sia quello di cercare di
risolvere autonomamente i problemi presentati, usando le soluzioni da noi fornite
come verifica e approfondimento.

I prerequisiti necessari si limitano a nozioni di base, per lo più di algebra lineare,
usualmente fornite durante il primo anno dei corsi di laurea in Matematica, Fisica o
Ingegneria.

Siamo estremamente grati a Ciro Ciliberto, che ha creduto in questo progetto,
ci ha incoraggiati e ci ha messo costantemente a disposizione la sua esperienza
di matematico, di autore e di editore. Ringraziamo inoltre la dottoressa Francesca
Bonadei della Springer che ha curato la realizzazione del libro.

Pisa, gennaio 2011 Elisabetta Fortuna
Roberto Frigerio
Rita Pardini
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Richiami di teoria 1

Punti chiave

>>>>>>>>> Spazi proiettivi
>>>>>>>>> Trasformazioni proiettive
>>>>>>>>> Dualità
>>>>>>>>> La retta proiettiva
>>>>>>>>> Ipersuperfici affini e proiettive
>>>>>>>>> Carte affini e chiusura proiettiva
>>>>>>>>> Coniche e quadriche
>>>>>>>>> Curve algebriche piane e sistemi lineari

1.1
Notazioni standard

Nel testo, oltre a notazioni che verranno di volta in volta introdotte, si usano no-
tazioni e simboli comunemente usati in letteratura. Per evitare comunque dubbi e
fraintendimenti, elenchiamo qui per comodità del lettore alcune notazioni standard
utilizzate nel seguito.

I simboli N,Z,Q,R,C indicano rispettivamente gli insiemi dei numeri naturali,
interi, razionali, reali e complessi. Il coniugato a − ib di un numero complesso
z = a + ib è denotato con z.

Denoteremo con K un sottocampo di C e con K[x1, . . . , xn] l’anello dei poli-
nomi a coefficienti in K nelle indeterminate x1, . . . , xn . Per ogni polinomio f ∈
K[x1, . . . , xn] denoteremo con fxi la derivata parziale di f rispetto a xi, e in modo
simile le derivate parziali di ordine superiore. Per un polinomio in una variabile p(x)
la derivata prima sarà denotata con p ′(x).

Poniamo K∗ = K \ {0}.

Fortuna E., Frigerio R., Pardini R.: Geometria proiettiva. Problemi risolti e richiami di teoria.
© Springer-Verlag Italia 2011



2 1. Richiami di teoria

L’applicazione identità di un insieme A viene denotata con IdA , o semplicemente
con Id.

M(p , q,K) denota lo spazio vettoriale delle matrici p×q a coefficienti nel campo
K e M(n,K) quello delle matrici quadrate di ordine n. Le matrici invertibili di ordine
n costituiscono il gruppo GL(n,K) e le matrici ortogonali reali il sottogruppo O(n)
di GL(n,R). La matrice identica di GL(n,K) viene denotata con I (o con In se è
importante specificarne l’ordine).

Poiché l’applicazione Kn → M(n, 1,K) che associa ad ogni vettore X =

(x1, . . . , xn) ∈ Kn la colonna

⎛⎜⎝ x1
...

xn

⎞⎟⎠ è bigettiva, scriveremo indifferentemente

un vettore di Kn nella forma di n-upla o nella forma di colonna.
Per ogni A ∈ M(p , q,K) denotiamo con rk A il rango di A e, se p = q, con

det A e trA rispettivamente il determinante e la traccia di A. Se A = (ai,j ) ∈
M(n,K), denotiamo con ci,j (A) la matrice complementare dell’elemento ai,j di A,
ossia la sottomatrice di ordine n − 1 ottenuta cancellando in A la riga e la colonna
contenenti ai,j . Denotiamo inoltre con Ai,j il complemento algebrico di ai,j , ossia
Ai,j = (−1)i+j det(ci,j (A)).

Per ogni spazio vettoriale V, denotiamo con GL(V) il gruppo degli isomorfismi
lineari V → V.

1.2
Spazi e sottospazi proiettivi, trasformazioni proiettive

1.2.1
Spazi e sottospazi proiettivi

Se V è uno spazio vettoriale di dimensione finita su K, si chiama spazio proiettivo
associato a V l’insieme quoziente P(V) = (V \ {0})/ ∼, dove ∼ è la relazione di
equivalenza in V \ {0} definita da

v ∼ w ⇐⇒ ∃k ∈ K∗ tale che v = kw.

Si chiama dimensione di P(V) l’intero dimP(V) = dim V − 1. Se V = {0}, si
ha P(V) = ∅ e dim(∅) = −1.

Nel seguito, a meno che non venga diversamente specificato, V denoterà uno
spazio vettoriale su K di dimensione n + 1 e P(V) lo spazio proiettivo ad esso
associato di dimensione n.

Denotiamo con π : V \ {0} → P(V) la proiezione al quoziente e con [v] la classe
di equivalenza del vettore v ∈ V \ {0}.
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Lo spazio P(Kn+1) viene denotato con Pn(K) e chiamato lo spazio proietti-
vo standard di dimensione n su K. Per ogni (x0, . . . , xn) ∈ Kn+1 denoteremo
[(x0, . . . , xn)] semplicemente con [x0, . . . , xn].

Chiamiamo sottospazio proiettivo di P(V) ogni sottoinsieme P(W) con W sot-
tospazio vettoriale di V; si ha allora P(W) = π(W \ {0}). Pertanto dimP(W) =
dim W−1. Se W = {0}, il sottospazio P(W) è vuoto e ha dimensione−1. Un sotto-
spazio proiettivo viene detto retta proiettiva se ha dimensione 1, piano proiettivo se
ha dimensione 2, iperpiano proiettivo se ha dimensione n−1. Seguendo l’usuale ter-
minologia, chiamiamo codimensione di un sottospazio proiettivo S in P(V) l’intero
codim S = dimP(V)− dim S.

1.2.2
Trasformazioni proiettive

Siano V e W due K-spazi vettoriali. Un’applicazione f : P(V) → P(W) si dice
trasformazione proiettiva se esiste un’applicazione lineare iniettiva ϕ : V → W tale
che f ([v]) = [ϕ(v)] per ogni v ∈ V \ {0}. In tal caso scriviamo f = ϕ.

Se ϕ : V → W è un’applicazione lineare che induce f , l’insieme di tutte le
applicazioni lineari tra V e W che inducono f coincide con la famiglia {kϕ |k ∈ K∗},
ossia l’applicazione lineare che induce una proiettività è determinata a meno di un
coefficiente moltiplicativo non nullo.

Se f è indotta da un isomorfismo lineare ϕ (e quindi in particolare dimP(V) =
dimP(W)), allora diciamo che f è un isomorfismo proiettivo. Due spazi proiettivi
su un campoK si dicono isomorfi se esiste un isomorfismo proiettivo tra di essi; due
spazi proiettivi su K sono isomorfi se e solo se hanno la stessa dimensione.

Un isomorfismo proiettivo f : P(V) → P(V) è chiamato una proiettività di P(V).
Una proiettività f di P(V) si dice un’involuzione se f 2 = Id.

Se f : P(V) → P(W) è una trasformazione proiettiva e H è un sottospazio di
P(V), allora f (H) è un sottospazio diP(W) della stessa dimensione diH e f |H : H →
f (H) è un isomorfismo proiettivo.

Due sottoinsiemi A,B di P(V) sono detti proiettivamente equivalenti se esiste
una proiettività f di P(V) tale che f (A) = B.

1.2.3
Operazioni con i sottospazi

Siano S1 = P(W1) e S2 = P(W2) due sottospazi proiettivi di P(V). Poiché P(W1)∩
P(W2) = P(W1 ∩ W2), l’intersezione di due (o più) sottospazi proiettivi è un sot-
tospazio proiettivo. I sottospazi S1 e S2 sono detti incidenti se S1 ∩ S2 
= ∅, mentre
sono detti sghembi se S1 ∩ S2 = ∅.
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Per ogni sottoinsieme non vuoto A ⊆ P(V) chiamiamo sottospazio generato da
A il sottospazio proiettivo L(A) ottenuto come intersezione di tutti i sottospazi di
P(V) che contengono A. Se A = S1 ∪ S2 con S1 = P(W1), S2 = P(W2) sottospazi
proiettivi, il sottospazio generato da A sarà denotato con L(S1, S2) ed evidentemente
si haL(S1, S2) = P(W1+W2). Denotiamo conL(P1, . . . ,Pm) il sottospazio generato
dai punti P1, . . . ,Pm .

Proposizione 1.2.1 (Formula di Grassmann). Siano S1, S2 sottospazi proiettivi di
P(V). Allora dim L(S1, S2) = dim S1 + dim S2 − dim(S1 ∩ S2).

Dalla formula di Grassmann segue che se dim S1 + dim S2 ≥ dimP(V) i sot-
tospazi S1, S2 non possono essere sghembi, per cui ad esempio due rette nel piano
proiettivo o una retta e un piano nello spazio proiettivo tridimensionale si incontrano
sempre.

1.2.4
Il gruppo lineare proiettivo

Le proiettività di P(V) formano un gruppo rispetto alla composizione, detto gruppo
lineare proiettivo e denotato PGL(V).

Poiché l’automorfismo che induce una proiettività f ∈ PGL(V) è determinato a
meno di un coefficiente moltiplicativo non nullo, l’applicazione GL(V)→ PGL(V)
che associa all’automorfismoϕ la proiettività f = ϕ induce un isomorfismo di gruppi
tra il gruppo quoziente GL(V)/∼ e PGL(V), dove ∼ è la relazione di equivalenza
in GL(V) definita da: ϕ ∼ ψ se e solo se esiste k ∈ K∗ tale che ϕ = kψ.

Se dim V = n+1, il gruppoGL(V) è isomorfo al gruppomoltiplicativo GL(n+
1,K) formato dalle matrici quadrate invertibili di ordine n + 1 a coefficienti in K.
Ne segue che PGL(V) è isomorfo al gruppo PGL(n + 1,K) = GL(n + 1,K)/ ∼,
dove∼ è la relazione di equivalenza che identifica due matrici A,B se e solo se esiste
k ∈ K∗ tale che A = kB.

1.2.5
Punti fissi

Se f è una proiettività di P(V), diciamo che un punto P ∈ P(V) è un punto fisso per f
se f (P) = P; più in generale diciamo che A ⊂ P(V) è un sottoinsieme invariante per
f se f (A) = A (naturalmente non è detto che i punti appartenenti ad un sottoinsieme
invariante siano fissi).

Se S è un sottospazio di P(V) invariante per f , allora f |S è una proiettività di S.
Se S1, S2 sono sottospazi di P(V) invarianti per f , allora sono sottospazi invarianti
anche S1 ∩ S2 e L(S1, S2).
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Se f ∈ PGL(V) è indotta dall’isomorfismo lineare ϕ e P = [v], allora P è un
punto fisso per f se e solo se v è un autovettore per ϕ. Di conseguenza il luogo dei
punti fissi di una proiettività è unione di sottospazi proiettivi S1, . . . , Sm diP(V) con la
proprietà che, per ogni j = 1, . . . ,m, i sottospazi Sj e L(S1, . . . , Sj−1, Sj +1, . . . , Sm)
sono sghembi.

Se K è algebricamente chiuso, ogni proiettività di Pn(K) ha almeno un punto
fisso. Similmente ogni proiettività di uno spazio proiettivo reale di dimensione pari
ha almeno un punto fisso.

1.2.6
Trasformazioni proiettive degeneri

È possibile estendere la definizione di trasformazione proiettiva inmodo da includere
trasformazioni indotte da applicazioni lineari non iniettive. Se ϕ : V → W è un’ap-
plicazione lineare non nulla traK-spazi vettoriali eH = P(kerϕ) ⊂ P(V), si chiama
trasformazione proiettiva degenere indotta daϕ l’applicazione f : P(V)\H → P(W)
definita da f ([v]) = [ϕ(v)] per ogni [v] ∈ P(V) \H . Come nel caso delle trasforma-
zioni proiettive, l’applicazione lineareϕ è determinata da f ameno dimoltiplicazione
per uno scalare non nullo. Osserviamo che, se ϕ è iniettiva, il sottospazio proiettivo
H è vuoto e f è la trasformazione proiettiva indotta da ϕ. Se S = P(U) ⊆ P(V) è
un sottospazio non contenuto in H , la restrizione di f a S \ (S ∩H) è una trasforma-
zione proiettiva degenere a valori in P(W), e, se S ∩ H = ∅, è una trasformazione
proiettiva. L’immagine tramite f di S \ (S ∩ H) è un sottospazio proiettivo, più pre-
cisamente è il proiettivizzato del sottospazio ϕ(U) ⊆ W e ha dimensione uguale a
dim S − dim(S ∩ H)− 1 (cfr. Esercizio 2.28).

1.2.7
Proiezione di centro un sottospazio

Siano S = P(U) e H = P(W) sottospazi proiettivi di P(V) tali che S ∩ H =
∅ e L(S,H) = P(V). Se poniamo k = dim S e h = dim H , dalla formula di
Grassmann (cfr. Proposizione 1.2.1) otteniamo k+h = n−1. Per ogniP ∈ P(V)\H ,
lo spazio L(H ,P) ha dimensione h + 1 cosı̀ che, per la formula di Grassmann,
abbiamo dim(S ∩ L(H ,P)) = 0. Quindi L(H ,P) interseca S esattamente in un
punto. L’applicazione πH : P(V) \ H → S che associa a P il punto L(H ,P) ∩ S è
detta proiezione su S di centro H ; si verifica facilmente che πH è una trasformazione
proiettiva degenere (cfr. Esercizio 2.29).
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1.2.8
Prospettività

Consideriamo nel piano proiettivo P2(K) due rette distinte r e s e indichiamo con
A il loro punto di intersezione. Dato un punto O /∈ r ∪ s, la restrizione a r della
proiezione su s di centro O è un isomorfismo proiettivo f : r → s, detto prospettività
di centro O. Risulta evidente dalla costruzione che f (A) = A e che l’isomorfismo
inverso f −1 : s → r è anch’esso una prospettività di centro O.

La definizione di prospettività può essere data in un contesto più generale. Dati
in uno spazio proiettivo P(V) di dimensione n due sottospazi S1, S2, entrambi di
dimensione k, e un sottospazio H tale che H∩S1 = H∩S2 = ∅ e dim H = n−k−1,
la restrizione a S1 della proiezione su S2 di centro H è un isomorfismo proiettivo
f : S1 → S2, detto prospettività di centro H . Come nel caso delle prospettività tra
rette nel piano, l’isomorfismo inverso f −1 : S2 → S1 è ancora una prospettività di
centro H e la restrizione di f a S1 ∩ S2 è l’identità.

1.3
Riferimenti proiettivi e coordinate omogenee

1.3.1
Posizione generale e riferimenti proiettivi

I punti P0 = [v0], . . . ,Pk = [vk ] dello spazio proiettivo P(V) sono detti linearmente
indipendenti se i vettoriv0, . . . , vk ∈ V sono linearmente indipendenti. Pertanto i pun-
ti P0, . . . ,Pk sono linearmente indipendenti se e solo se il sottospazio L(P0, . . . ,Pk)
ha dimensione k; inoltre il massimo numero di punti linearmente indipendenti in
P(V) è dimP(V) + 1.

Più in generale, se dimP(V) = n, diciamo che i punti P0, . . . ,Pk sono in posi-
zione generale se sono linearmente indipendenti (nel caso in cui k ≤ n) oppure se
k > n e, comunque si scelgano n+1 punti fra iPi, essi sono linearmente indipendenti
(cioè non sono contenuti in un iperpiano di P(V)).

Si chiama riferimento proiettivo diP(V) ogni insieme ordinatoR = {P0, . . . ,Pn ,
Pn+1} di n + 2 punti in posizione generale; i punti P0, . . . ,Pn sono detti i punti
fondamentali del riferimento, mentre Pn+1 viene detto punto unità.

1.3.2
Sistemi di coordinate omogenee

SiaR = {P0, . . . ,Pn ,Pn+1} un riferimento proiettivo di P(V). Per ogni u ∈ V \{0}
tale che [u] = Pn+1 esiste una e sola base Bu = {v0, . . . , vn} di V tale che [vi] = Pi
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per ogni i = 0, . . . , n e u = v0 + . . . + vn. Inoltre per ogni λ ∈ K∗ si ha Bλu =
{λv0, . . . ,λvn}.

Ogni base Bu cosı̀ ottenuta viene detta base normalizzata di V e può essere
utilizzata per introdurre un sistema di coordinate omogenee in P(V): se P = [v]
e (x0, . . . , xn) sono le coordinate del vettore v rispetto alla base vettoriale Bu, di-
ciamo che (x0, . . . , xn) è una (n + 1)-upla di coordinate omogenee di P rispetto
al riferimento R. Tali coordinate sono individuate a meno di un coefficiente molti-
plicativo non nullo, per cui al punto P risulta associata la (n + 1)-upla omogenea
[P]R = [x0, . . . , xn] ∈ Pn(K). In particolare risulta [P0]R = [1, 0, . . . , 0], [P1]R =
[0, 1, . . . , 0], . . . , [Pn]R = [0, 0, . . . , 1], [Pn+1]R = [1, 1, . . . , 1].

Quando è stato fissato un riferimento proiettivo e quindi un sistema di coordinate
su P(V), invece di [P]R = [x0, . . . , xn] possiamo anche più semplicemente scrivere
P = [x0, . . . , xn].

Fissare un riferimento proiettivoR equivale afissare un isomorfismoproiettivo tra
P(V) e Pn(K). Infatti l’applicazione φR : P(V) → Pn(K) definita da φR(P) = [P]R
risulta un isomorfismo proiettivo indotto dall’isomorfismo lineare φB : V → Kn+1

che associa ad ogni v ∈ V le coordinate di v rispetto alla base B, dove B è una
qualsiasi base normalizzata associata aR.

In Pn(K) si chiama riferimento proiettivo standard quello formato dai punti
[1, 0, . . . , 0], [0, 1, . . . , 0], . . . , [0, 0, . . . , 1], [1, 1, . . . , 1], di cui una base normalizzata
è la base canonica di Kn+1.

Teorema 1.3.1 (Teorema fondamentale delle trasformazioni proiettive). Siano
P(V) e P(W) due spazi proiettivi sul campoK tali che dimP(V) = n ≤ dimP(W).
Sia R = {P0, . . . ,Pn+1} un riferimento proiettivo di P(V) e sia R′ = {Q0, . . . ,
Qn+1} un riferimento proiettivo di un sottospazio S di dimensione n di P(W). Allora
esiste una e una sola trasformazione proiettiva f : P(V) → P(W) tale che f (Pi) = Qi

per ogni i = 0, . . . , n + 1. Se S = P(W), allora f è un isomorfismo proiettivo.

In particolare, dati due riferimenti proiettivi R e R′ di P(V), esiste una e una
sola proiettività di P(V) che trasforma R in R′; inoltre l’unica proiettività di P(V)
che lascia fissi n + 2 punti in posizione generale è l’identità.

1.3.3
Rappresentazione analitica di una trasformazione proiettiva

La possibilità di disporre di coordinate omogenee permette di rappresentare analiti-
camente sottospazi e trasformazioni proiettive. Ad esempio, sia f : P(V1) → P(V2)
una trasformazione proiettiva indotta dall’applicazione lineare iniettivaϕ : V1 → V2,
con dimP(V1) = n e dimP(V2) = m. SianoR1 eR2 riferimenti proiettivi rispetti-
vamente su P(V1) e P(V2) e siano B1 e B2 basi normalizzate associate ai riferimenti
fissati. Sia A la matrice associata a ϕ rispetto alle basi B1 e B2. Se P ∈ P(V1),
siano [P]R1 = [x0, . . . , xn] e [f (P)]R2 = [y0, . . . , ym ]. Se poniamo X = (x0, . . . , xn)
e Y = (y0, . . . , yn), allora esiste k ∈ K∗ tale che kY = AX . La matrice A, detta
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matrice associata alla trasformazione f rispetto ai riferimentiR1 eR2, è individua-
ta a meno di un coefficiente moltiplicativo non nullo, in quanto sia l’applicazione
lineare ϕ sia le basi normalizzate B1 e B2 sono individuate a meno di un coefficiente
moltiplicativo non nullo.

1.3.4
Cambiamenti di riferimento proiettivo

Siano R1 e R2 due riferimenti proiettivi su P(V) e siano B1 e B2 basi normalizzate
associate ai riferimenti fissati. Sia A ∈ GL(n + 1,K) la matrice del cambiamento
di coordinate tra la base B1 e la base B2. Se P ∈ P(V), siano [P]R1 = [x0, . . . , xn]
e [P]R2 = [y0, . . . , yn]. Se poniamo X = (x0, . . . , xn) e Y = (y0, . . . , yn), allora
esiste k ∈ K∗ tale che kY = AX . La matrice A, individuata a meno di un coefficiente
moltiplicativo non nullo, è detta matrice del cambiamento di riferimento (o matrice
del cambiamento di coordinate omogenee) traR1 eR2.

Se φR1 : P(V) → Pn(K) e φR2 : P(V) → Pn(K) sono gli isomorfismi proiettivi
indotti dai riferimenti R1 e R2, la relazione kY = AX rappresenta in coordinate la
trasformazione proiettiva φR2 ◦ φR1

−1 : Pn(K) → Pn(K).

1.3.5
Rappresentazione cartesiana di sottospazi

Sia S = P(W) un sottospazio proiettivo di dimensione k di P(V). Siano R un
riferimento proiettivo inP(V) eB una base normalizzata diV associata al riferimento.
Poiché W è un sottospazio vettoriale di V di dimensione k + 1, è possibile darne una
rappresentazione cartesiana in coordinate. Esiste cioè una matrice A ∈ M(n−k, n +
1,K) di rango n − k tale che W è l’insieme dei vettori w ∈ V le cui coordinate X
rispetto alla base B verificano la relazione AX = 0. Allora

S = {P ∈ P(V) | AX = 0, dove [P]R = [x0, . . . , xn] e X = (x0, . . . , xn)}.

Le equazioni del sistema lineare omogeneo AX = 0 sono dette equazioni cartesiane
del sottospazio S rispetto al riferimento R.

In questo modo S viene visto come l’insieme dei punti di P(V) le cui coordinate
omogenee rispetto aR soddisfano un sistema lineare omogeneo di n − k equazioni
indipendenti, dove n−k è la codimensione di S inP(V). In particolare ogni iperpiano
diP(V)può essere rappresentato da un’equazione lineare omogenea inn+1 incognite
a0x0 + . . .+anxn = 0 con gli ai non tutti nulli. Gli iperpiani Hi di equazione xi = 0
sono detti iperpiani fondamentali, o anche iperpiani coordinati.
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1.3.6
Rappresentazione parametrica di sottospazi

È possibile dare anche una rappresentazione parametrica di un sottospazio S = P(W)
di dimensione k. Infatti W può essere rappresentato parametricamente vedendolo co-
me immagine di un’applicazione lineare iniettiva ϕ : Kk+1 → V, per cui S è imma-
gine della trasformazione proiettiva f : Pk(K) → P(V) indotta da ϕ. Le componenti
della rappresentazione analitica di f (rispetto al riferimento proiettivo standard su
Pk(K) e ad un fissato riferimentoR su P(V)) sono dette equazioni parametriche del
sottospazio S rispetto a R. In questo modo le coordinate omogenee dei punti di S
sono funzioni lineari omogenee di k + 1 parametri.

Per determinare esplicitamente tali equazioni basta scegliere k +2 punti Q0, . . . ,
Qk+1 di S in posizione generale (cosı̀ che S = L(Q0, . . . ,Qk)) e costruire la tra-
sformazione proiettiva f che trasforma il riferimento proiettivo standard di Pk(K)
nel riferimento proiettivo {Q0, . . . ,Qk+1} di S (l’esistenza di f è garantita dal Teo-
rema fondamentale delle trasformazioni proiettive, cfr. Teorema 1.3.1). Se [Qi]R =
[qi,0, . . . , qi,n], allora P sta in S se e solo se esistono λ0, . . . ,λk ∈ K tali che⎧⎪⎨⎪⎩

x0 = λ0q0,0 + . . .+ λkqk,0
...
xn = λ0q0,n + . . .+ λkqk,n

,

dove [x0, . . . , xn] sono coordinate omogenee di P. Ciò avviene se e solo se la matrice

M =

⎛⎜⎝ q0,0 . . . qk,0 x0
...

...
...

...
q0,n . . . qk,n xn

⎞⎟⎠
(in cui le prime k + 1 colonne sono linearmente indipendenti) ha rango k + 1. Per
il criterio degli orlati questo equivale all’annullarsi di n − k determinanti di minori
(ossia sottomatrici quadrate) di ordine k + 2 di M ; troviamo cosı̀ n − k equazioni
che rappresentano S in forma cartesiana.

1.3.7
Estensione di riferimenti proiettivi

Se S è un sottospazio proiettivo di P(V) di dimensione k, in S possiamo scegliere
k + 1 punti P0, . . . ,Pk linearmente indipendenti e completarli ad un riferimento
proiettivo diP(V). Nel sistema di coordinate omogenee [x0, . . . , xn] cosı̀ determinato
il sottospazio S ha equazioni xk+1 = . . . = xn = 0 e i punti di S hanno coordinate
omogenee del tipo [x0, . . . , xk , 0, . . . , 0]. L’applicazione

S � P = [x0, . . . , xk , 0, . . . , 0] → [x0, . . . , xk ] ∈ Pk(K)
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è un isomorfismo proiettivo e definisce su S un sistema di coordinate omogenee,
detto sistema di coordinate omogenee indotto su S.

1.3.8
Carte affini

Consideriamo l’iperpiano fondamentale H0 = {x0 = 0} di Pn(K) e denotiamo
U0 = Pn(K) \ H 0. L’applicazione j 0 : Kn → U0 definita da

j 0(x1, . . . , xn) = [1, x1, . . . , xn]

è bigettiva e ha come inversa la mappa U0 → Kn definita da

j 0
−1([x0, . . . , xn]) =

(
x1

x0
, . . . ,

xn

x0

)
.

La coppia (U0, j 0
−1) viene detta carta affine standard di Pn(K).

È possibile generalizzare la nozione di carta affine di uno spazio proiettivo P(V)
di dimensione n a partire da un qualsiasi iperpiano H .

Infatti sia f : Pn(K) → P(V) un isomorfismo proiettivo tale che f (H 0) = H (e
quindi f (U0) = UH , dove UH = P(V) \ H ); la mappa j H : Kn → UH definita da
j H = f ◦ j 0 è biunivoca e la coppia (UH , j H

−1) viene detta carta affine di P(V).
Talvolta per abuso di linguaggio, se non c’è rischio di confusione, può capitare di
indicare con il termine “carta” o solo il sottoinsieme UH o solo la bigezione conKn .

Ad esempio, sia H un iperpiano di P(V) avente equazione a0x0 + . . .+anxn = 0
nel sistema di coordinate omogenee indotte da un riferimento proiettivoR. Poiché gli
ai non sono tutti nulli, possiamo ad esempio supporre a0 
= 0. Allora l’applicazione
f : Pn(K) → P(V) che associa al punto [x0, . . . , xn] ∈ Pn(K) il punto di P(V)
avente coordinate

[
x0 − a1x1 − . . .− anxn

a0
, x1, . . . , xn

]
rispetto al riferimento R

è un isomorfismo proiettivo tale che f (H 0) = H . In tal caso la mappa j H = f ◦
j 0 : Kn → UH è data da

j H (x1, . . . , xn) = f ([1, x1, . . . , xn]) =
[
1− a1x1 − . . .− anxn

a0
, x1, . . . , xn

]
e ha come inversa la mappa UH → Kn definita da

j H
−1([x0, . . . , xn]) =

(
x1∑n

i=0 aix i
, . . . ,

xn∑n
i=0 aix i

)
.

Se P ∈ UH , le componenti del vettore j H
−1(P) =

(
x1∑
aixi

, . . . ,
xn∑
aixi

)
sono

dette coordinate affini del punto P nella carta UH . I punti di H sono detti punti
impropri (o anche punti all’infinito) rispetto alla carta UH , mentre i punti di UH sono
detti punti propri rispetto a UH .
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Naturalmente si può procedere in modo analogo scegliendo un qualsiasi coeffi-
ciente ai 
= 0 nell’equazione di H ottenendo cosı̀ una diversa carta affine.

Evidentemente il fatto di essere “improprio” è un concetto relativo: un punto
può essere improprio rispetto ad una carta e proprio per un’altra; anzi ogni punto P
può essere visto come punto improprio scegliendo una carta UH determinata da un
iperpiano H che contiene P.

Nel caso in cui P(V) = Pn(K) e prendiamo uno degli iperpiani fondamentali
Hi = {xi = 0}, conveniamo di denotare Ui = Pn(K) \ Hi; procedendo come sopra
otteniamo che la mappa j i : Kn → Ui definita da

j i(y1, . . . , yn) = [y1, . . . , yi−1, 1, yi+1, . . . , yn]

è una bigezione avente come inversa l’applicazione

j i
−1([x0, . . . , xn]) =

(
x0

xi
, . . . ,

xi−1

x i
,
x i+1

x i
, . . . ,

xn

x i

)
.

Nel caso i = 0 ritroviamo l’applicazione j 0 definita all’inizio.
Notiamo che U0 ∪ . . . ∪ Un = Pn(K); la famiglia {(Ui, j i

−1)}i=0,...,n viene
chiamata atlante standard di Pn(K).

Componendo j i con l’inclusione naturale diUi inPn(K) si ottiene un’immersione
diKn inPn(K); possiamocosı̀ interpretarePn(K) comeampliamentodiKn attraverso
l’aggiunta dell’iperpiano improprio Hi.

Una proiettività f di P(V) fissa una carta affine UH = P(V) \H (ossia f (UH ) =
UH ) se e solo se f (H) = H ; le proiettività che fissano una carta affine formano
un sottogruppo di PGL(V). A meno di un cambiamento di coordinate omogenee
possiamo supporre che H abbia equazione x0 = 0; sia A una matrice associata a f
in tale sistema di coordinate. Allora f fissa H se e solo se A è una matrice a blocchi
del tipo

A =
(

1 0 . . . 0
B C

)
,

doveB ∈ Kn eC è unamatrice quadrata invertibile di ordine n. Pertanto in coordinate
affini f agisce sulla cartaUH trasformando il vettoreX ∈ Kn nel vettoreCX +B, ossia
la restrizione di f alla carta è un’affinità. In altre parole il sottogruppo di PGL(V)
che fissa un iperpiano è isomorfo al gruppo delle affinità di Kn.

1.3.9
Chiusura proiettiva di un sottospazio affine

Sia W un sottospazio affine di Kn definito dalle equazioni⎧⎪⎨⎪⎩
a1,1x1 + . . .+ a1,nxn + b1 = 0

...
...

ah,1x1 + . . .+ ah,nxn + bh = 0
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e consideriamo, ad esempio, l’immersione di Kn in Pn(K) data dall’applicazione j 0
definita sopra.Allora j 0 trasforma i punti di W nei punti propri (rispetto all’iperpiano
H 0) del sottospazio proiettivo W di Pn(K) definito dalle equazioni⎧⎪⎨⎪⎩

a1,1x1 + . . .+ a1,nxn + b1x0 = 0
...

...
ah,1x1 + . . .+ ah,nxn + bhx0 = 0

.

Il sottospazio W coincide con il più piccolo sottospazio proiettivo di Pn(K) che
contiene W e viene detto chiusura proiettiva di W (rispetto a j 0).

1.3.10
Trasformazioni proiettive e cambiamenti di coordinate

Sia f : P(V)→ P(W) una trasformazione proiettiva, con dimP(V) = n e dimP(W)
= m. Siano R1,R2 riferimenti proiettivi in P(V) e S1,S2 riferimenti proiettivi in
P(W). Denotiamo con X (risp. X ′) la colonna costituita da una (n + 1)-upla di
coordinate omogenee di un generico punto P ∈ P(V) rispetto a R1 (risp. R2).
Denotiamo inoltre con Y (risp. Y ′) la colonna costituita da una (m + 1)-upla di
coordinate omogenee del punto f (P) ∈ P(W) rispetto a S1 (risp. S2). Se A è una
matrice associata a f rispetto ai riferimenti R1 e S1, allora Y = kAX con k ∈ K∗.
D’altra parte se denotiamoconN (risp.M ) unamatrice di cambiamento di riferimento
traR1,R2 (risp. tra S1,S2), allora X ′ = αNX e Y ′ = βMY con α,β ∈ K∗. Pertanto
si ha

Y ′ = βMY = βkMAX = (βkα−1)MAN−1X ′,

per cui f è rappresentata dalla matrice MAN−1 rispetto ai riferimentiR2 e S2.
In particolare se f ∈ PGL(V), cambiando riferimento proiettivo in P(V) (allo

stesso modo nel dominio e nel codominio di f ), due matrici A,B che rappresentano f
nei due diversi sistemi di coordinate omogenee sono simili a meno di un coefficiente
moltiplicativo non nullo, cioè esiste M ∈ GL(n + 1,K) ed esiste λ ∈ K∗ tali che
B = λMAM−1.Ad esempio, nel caso in cuiK è algebricamente chiuso, scegliendoun
opportuno sistema di riferimento si può ottenere che la proiettività f sia rappresentata
da una matrice di Jordan.

Due proiettività f , g di P(V) sono dette coniugate se esiste una proiettività h ∈
PGL(V) tale che g = h−1 ◦ f ◦ h. Pertanto f , g sono coniugate se e solo se le matrici
che rappresentano rispettivamente f e g in un sistema di coordinate omogenee sono
simili a meno di un coefficiente moltiplicativo non nullo.
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1.4
Spazio proiettivo duale e dualità

1.4.1
Lo spazio proiettivo duale

Sia V un K-spazio vettoriale e sia V∗ il suo duale. Lo spazio proiettivo P(V∗) è
chiamato spazio proiettivo duale e denotato anche P(V)∗. Se dim V = n + 1, allora
P(V)∗ ha dimensione n ed è quindi proiettivamente isomorfo a P(V).

Se B è una base di V (ottenuta ad esempio a partire da un riferimento proiettivo
di P(V)), allora la base duale B∗ di V∗ può essere usata per indurre in P(V)∗ un
sistema di coordinate omogenee duali . Se [L] ∈ P(V)∗ è la classe di equivalenza di
un funzionale lineare non nullo L ∈ V∗ e nel sistema di coordinate indotto da B si
ha L(x0, . . . , xn) = a0x0 + . . . + anxn , allora L ha coordinate (a0, . . . , an) rispetto
alla base B∗ di V∗ e [L] ha coordinate omogenee [a0, . . . , an].

Poiché a0x0 + . . .+anxn = 0 rappresenta un iperpiano di P(V), lo spazio P(V)∗

si identifica in modo naturale con l’insieme degli iperpiani proiettivi di P(V), che
quindi ha una struttura di spazio proiettivo. Cosı̀ diciamo che degli iperpiani sono
linearmente indipendenti (risp. in posizione generale) se lo sono i punti di P(V)∗ ad
essi corrispondenti. Chiamiamo coordinate omogenee di un iperpiano le coordinate
omogenee dell’elemento di P(V)∗ corrispondente, per cui l’iperpiano di equazione
a0x0 + . . .+ anxn = 0 ha coordinate omogenee [a0, . . . , an].

1.4.2
Corrispondenza di dualità

Sia S = P(W) un sottospazio proiettivo diP(V) di dimensione k.Allora l’annullatore
Ann(W) = {L ∈ V∗ | L|W ≡ 0} è un sottospazio vettoriale di V∗ di dimensione
n−k. L’applicazione δ dall’insieme dei sottospazi proiettivi di P(V) di dimensione k
all’insieme dei sottospazi proiettivi di P(V)∗ di dimensione n− k − 1 che associa al
sottospazio S = P(W) il sottospazio P(Ann(W)) è detta corrispondenza di dualità.
L’applicazione δ è biunivoca, rovescia le inclusioni e si ha

δ(S1 ∩ S2) = L(δ(S1), δ(S2)) δ(L(S1, S2)) = δ(S1) ∩ δ(S2).

Se k = n − 1 ritroviamo la corrispondenza biunivoca tra iperpiani di P(V) e punti
di P(V)∗; se k = 0 otteniamo una corrispondenza biunivoca tra punti di P(V) e
iperpiani di P(V)∗.
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1.4.3
Sistemi lineari di iperpiani

Ogni sottospazio proiettivo diP(V)∗ viene chiamato sistema lineare; per quanto visto
in 1.4.2, i punti di un sistema lineare sono iperpiani di P(V). Chiamiamo centro di un
sistema lineare l’intersezione di tutti gli iperpiani del sistema lineare; se denotiamo
con S il centro di un sistema lineare L, allora L coincide con l’insieme di tutti gli
iperpiani di P(V) che contengono S. Per questo il sistema lineareL viene anche detto
sistema lineare degli iperpiani di centro S e denotato Λ1(S).

Se H è un iperpiano di P(V), visto che δ rovescia le inclusioni, H contiene S se
e solo se il punto δ(H) ∈ P(V)∗ appartiene a δ(S); dunque Λ1(S) = δ(S) per cui, se
dim S = k, allora dimΛ1(S) = n − k − 1.

Esplicitamente, se rappresentiamo S in forma cartesiana attraverso un insieme
minimale di n−k equazioni lineari omogenee, vediamo S come intersezione di n−k
iperpiani H 1, . . . ,Hn−k di P(V) tali che δ(H 1), . . . , δ(Hn−k) sono punti linearmente
indipendenti in P(V)∗. D’altra parte, come visto sopra,

Λ1(S) = δ(S) = δ(H 1 ∩ . . . ∩ Hn−k) = L(δ(H 1), . . . , δ(Hn−k))

da cui ritroviamo che dimΛ1(S) = n − k − 1.
Nel caso in cui k = n − 2 il sistema lineare Λ1(S) ha dimensione 1 e viene

chiamato fascio di iperpiani di centro S. Ad esempio se n = 2 e S contiene solo un
punto P, allora Λ1(S) è il fascio di rette di centro P del piano proiettivo P(V); se
n = 3 e S è una retta, allora Λ1(S) è il fascio di piani dello spazio proiettivo P(V) di
centro la retta S.

Se L è un iperpiano di P(V), denotiamo conΛ1(S)∩UL la famiglia delle interse-
zioni degli iperpiani proiettivi del sistema lineare Λ1(S) con la carta UL = P(V)\L;
questa famiglia è costituita da iperpiani affini e viene detta sistema lineare di iper-
piani affini. Nel caso in cui il centro S non è contenuto in L (e dunque L 
∈ Λ1(S)),
tutti gli iperpiani affini di Λ1(S) ∩UL si intersecano nel sottospazio affine S ∩UL e
in tal caso si parla di sistema lineare proprio di iperpiani affini. Se invece S ⊂ L, si
parla di sistema lineare improprio di iperpiani affini.

In particolare, se Λ1(S) è un fascio (ossia ha dimensione 1), Λ1(S) ∩UL è detto
fascio proprio (o fascio improprio) di iperpiani affini; due qualsiasi iperpiani di un
fascio improprio sono paralleli. Quando n = 2 ritroviamo cosı̀ la nozione di fascio
proprio di rette (che si intersecano in unpunto) e di fascio improprio di rette (costituito
dalle rette parallele ad una retta fissata).

Nel caso di sistemi lineari propri, associando ad ogni iperpiano H ∈ Λ1(S)
l’intersezione H ∩UL , si ottiene una corrispondenza biunivoca fra il sistema lineare
proiettivo Λ1(S) e il sistema lineare affine proprio Λ1(S) ∩ UL ; invece se S ⊂ L,
l’iperpiano L appartiene a Λ1(S) ma la sua intersezione con UL è vuota.
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1.4.4
Principio di dualità

Poiché P(V)∗ è proiettivamente isomorfo a P(V), l’applicazione biunivoca δ in-
trodotta in 1.4.2 può essere vista come applicazione che trasforma sottospazi di
dimensione k di P(V) in sottospazi di dimensione “duale” n− k − 1 di P(V) stesso.
Dalle proprietà di δ ricordate sopra discende il seguente:

Teorema 1.4.1 (Principio di dualità). Sia P una proposizione che riguarda i sotto-
spazi di uno spazio proiettivo n-dimensionale P(V), le loro intersezioni, i sottospazi
da essi generati e le loro dimensioni. Allora P è vera se e solo se è vera la propo-
sizione “duale” P∗ ottenuta da P sostituendo i termini “intersezione, sottospazio
generato, contenuto, contenente, dimensione” rispettivamente con “sottospazio ge-
nerato, intersezione, contenente, contenuto, dimensione duale”, dove la“dimensione
duale” vale n − k − 1 se la dimensione vale k.

Una proposizione viene detta autoduale se coincide con la sua duale. Un esempio
di proposizione autoduale è il seguente:

Teorema 1.4.2 (Teorema di Desargues).SiaP(V)un piano proiettivo e siano A1,A2,
A3,B1,B2,B3 punti distinti di P(V) a tre a tre non allineati. Consideriamo i triangoli
T 1 e T 2 di P(V) di vertici rispettivamente A1,A2,A3 e B1,B2,B3 e diciamo che T 1

e T 2 sono in prospettiva se esiste un punto O del piano, detto il “centro di pro-
spettiva”, distinto dagli Ai e dai Bi, tale che tutte le rette L(Ai,Bi) passino per O.
Allora T 1 e T 2 sono in prospettiva se e solo se i punti P3 = L(A1,A2) ∩ L(B1,B2),
P1 = L(A2,A3) ∩ L(B2,B3) e P2 = L(A3,A1) ∩ L(B3,B1) sono allineati.

Per una dimostrazione del Teorema di Desargues si veda l’Esercizio 2.12.

1.4.5
Proiettività duale

Sia f una proiettività di P(V) rappresentata da una matrice A ∈ GL(n + 1,K) in
un sistema di coordinate omogeneee. L’applicazione f trasforma un iperpiano H di
equazione tCX = 0 nell’iperpiano f (H) di equazione tC′X = 0 dove C′ = tA−1C.
Infatti

tCX = 0 ⇐⇒ tCA−1AX = 0 ⇐⇒ t(tA−1C)AX = 0 ⇐⇒ tC′AX = 0.

Allora l’applicazione f∗ : P(V)∗ → P(V)∗ definita da f∗(H) = f (H) è rappresentata
dalla matrice tA−1 nel sistema di coordinate omogenee duali su P(V)∗. Pertanto f∗ è
una proiettività di P(V)∗, detta proiettività duale.

Un iperpiano H di equazione tCX = 0 risulta essere invariante per f se e solo
se esiste λ 
= 0 tale che C = λtA−1C, ossia tAC = λC e quindi se e solo se C è
autovettore per la matrice tA.
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1.5
Spazi proiettivi di dimensione 1

1.5.1
Il birapporto

Dati quattro punti P1,P2,P3,P4 di una retta proiettiva P(V), i primi tre dei quali
siano distinti, si chiama birapporto β(P1,P2,P3,P4) il numero y1

y0
∈ K ∪ {∞},

dove [y0, y1] sono coordinate omogenee di P4 nel riferimento proiettivo {P1,P2,P3}
di P(V).

In particolare si haβ(P1,P2,P3,P1) = 0, β(P1,P2,P3,P2) = ∞ eβ(P1,P2,P3,
P3) = 1. In pratica per ogni P4 
= P2 lo scalare β(P1,P2,P3,P4) rappresenta la
coordinata affine del punto P4 nella carta affine P(V) \ {P2} rispetto al riferimento
affine {P1,P3}.

Se [λi,μi] sono coordinate omogenee di Pi per i = 1, . . . , 4 in un qualche sistema
di coordinate omogenee, si ha

β(P1,P2,P3,P4) =
(λ1μ4 − λ4μ1)
(λ1μ3 − λ3μ1)

(λ3μ2 − λ2μ3)
(λ4μ2 − λ2μ4)

(con la usuale convenzione che 1
0 = ∞). Usando questa formula si può estendere

la nozione di birapporto al caso in cui tre dei quattro punti sono distinti, ma non
necessariamente i primi tre.

Se λi 
= 0 per ogni i e consideriamo le coordinate affini zi = μi
λi

dei punti Pi,

l’espressione del birapporto diventa

β(P1,P2,P3,P4) =
(z4 − z1)(z3 − z2)
(z3 − z1)(z4 − z2)

.

Osserviamo che, se P1,P2,P3 sono punti distinti di una retta proiettiva, per ogni
k ∈ K ∪ {∞} esiste un unico punto Q tale che β(P1,P2,P3,Q) = k.

Se FO denota il fascio di rette di centro un punto O in un piano proiettivo P(V),
l’immagine del fascio tramite dualità è una retta in P(V)∗ per cuiFO ha una naturale
struttura di spazio proiettivo di dimensione 1. Date quattro rette in un piano proiettivo
P(V) uscenti da un punto O, tre delle quali siano distinte, possiamo pertanto definire
il birapporto delle quattro rette come il birapporto dei quattro punti allineati diP(V)∗

ad esse corrispondenti.
Allo stesso modo, dato un sottospazio S di codimensione 2 di uno spazio proiet-

tivo P(V), denotiamo con FS il fascio di iperpiani di centro S, cioè l’insieme degli
iperpiani di P(V) che contengono S. PoichéFS è un sottospazio proiettivo di dimen-
sione 1 dello spazio proiettivo duale P(V)∗, dati H 1,H 2,H 3,H 4 iperpiani in FS tre
dei quali siano distinti, è definito il birapporto β(H 1,H 2,H 3,H 4).

La proprietà fondamentale del birapporto è quella di essere invariante per iso-
morfismi proiettivi:
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Teorema 1.5.1. Siano P1,P2,P3,P4 punti di una retta proiettivaP(V), con P1,P2,P3

distinti, e siano Q1,Q2,Q3,Q4 punti di una retta proiettiva P(W), con Q1,Q2,Q3

distinti.Allora esiste un isomorfismo proiettivo f : P(V)→ P(W) tale che f (Pi) = Qi

per i = 1, . . . , 4 se e solo se β(P1,P2,P3,P4) = β(Q1,Q2,Q3,Q4).

Questa proprietà può anche essere utilizzata per costruire un isomorfismo proiet-
tivo f tra due rette proiettive P(V) e P(W) che trasformi tre punti distinti P1,P2,P3

di P(V) rispettivamente in tre punti distinti Q1,Q2,Q3 di P(W). Infatti per ogni X ∈
P(V) necessariamente f (X ) sarà l’unico punto di P(W) tale che β(P1,P2,P3,X ) =
β(Q1,Q2,Q3, f (X )).

1.5.2
Simmetrie del birapporto

Poiché il birapporto di quattro punti di una retta proiettiva dipende dall’ordine dei
punti e poiché esistono 24modi di ordinare quattro punti distinti, da una quaterna non
ordinata di punti distinti si possono a priori ottenere 24 birapporti. Dall’espressione
analitica del birapporto si vede che esso è invariante rispetto alle permutazioni

Id, (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3),

per cui

β(P1,P2,P3,P4) = β(P2,P1,P4,P3) = β(P3,P4,P1,P2) = β(P4,P3,P2,P1).

Come conseguenza di queste uguaglianze, per descrivere i valori del birapporto
per le 24 quaterne ordinate ottenibili con i punti P1,P2,P3,P4 è sufficiente consi-
derare le quaterne ordinate in cui P1 compare al primo posto. Si verifica che, se
β(P1,P2,P3,P4) = k, allora

β(P1,P2,P4,P3) =
1
k
, β(P1,P4,P3,P2) = 1− k,

β(P1,P4,P2,P3) =
1

1− k
, β(P1,P3,P4,P2) =

k − 1
k

,

β(P1,P3,P2,P4) =
k

k − 1
.

Pertanto permutando i quattro punti si possono ottenere al più solo 6 birapporti
distinti e cioè

k,
1
k
, 1− k,

1
1− k

,
k − 1

k
,

k

k − 1
.

Dunque due quaterne non ordinate {P1,P2,P3,P4} e {Q1,Q2,Q3,Q4} di punti
distinti di una retta proiettivaP(V) sono proiettivamente equivalenti se e solo se, posto

k = β(P1,P2,P3,P4), si ha che β(Q1,Q2,Q3,Q4) ∈
{

k, 1k , 1 − k, 1
1− k , k − 1

k ,

k
k − 1

}
.
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Esistono peraltro valori di k per cui i birapporti distinti di una quaterna sono
meno di 6 (cfr. Esercizio 2.21).

Se β(P1,P2,P3,P4) = −1 si dice che l’insieme ordinato (P1,P2,P3,P4) forma
una quaterna armonica.

1.5.3
Classificazione delle proiettività diP1(C) e diP1(R)

Sia f una proiettività di P1(K) con K = C oppure K = R.
Se K = C, allora esiste un sistema di coordinate omogenee in P1(C) in cui f è

rappresentata da una delle seguenti matrici:

(a)

(
λ 0
0 μ

)
con λ,μ ∈ K∗, λ 
= μ;

(b)

(
λ 0
0 λ

)
con λ ∈ K∗;

(c)

(
λ 1
0 λ

)
con λ ∈ K∗.

Ricordiamo che la matrice che rappresenta una proiettività è individuata ameno di un

coefficiente moltiplicativo non nullo e che per ogni λ ∈ K∗ la matrice

(
1 1

λ
0 1

)
è

simile alla matrice

(
1 1
0 1

)
. Pertanto nelle matrici precedenti è possibile supporre

λ = 1.
Se K = R e se una (e quindi ogni) matrice associata a f ha autovalori reali,

allora in un opportuno sistema di coordinate omogenee di P1(R) la proiettività f è
rappresentata da una delle matrici (a), (b), (c). Esiste però anche il caso in cui una
matrice associata a f non abbia autovalori reali, e dunque abbia autovalori complessi
coniugati a + ib e a − ib con b 
= 0.

In tal caso in un opportuno sistema di coordinate f sarà rappresentata da una
matrice di tipo:

(d)

(
a −b
b a

)
con a ∈ R, b ∈ R∗,

detta “matrice di Jordan reale”. Anche in questo caso, scegliendo un opportuno
multiplo della matrice, è possibile ad esempio supporre a2 + b2 = 1.

Esaminiamo i quattro casi dal punto di vista dei punti fissi:

(a) ci sono due (e solo due) punti fissi, e precisamente i punti di coordinate [1, 0] e
[0, 1]; in questo caso diciamo che f è una proiettività iperbolica;

(b) tutti i punti sono fissi e f è l’identità;
(c) esiste un unico punto fisso [1, 0]; f viene detta una proiettività parabolica;
(d) non ci sono punti fissi e allora diciamo che f è una proiettività ellittica.



1.6 Coniugio e complessificazione 19

Pertanto i quattro casi si distinguono l’uno dall’altro per il diverso numero di punti
fissi; fra l’altro vengono esibiti esplicitamente esempi di proiettività di P1(C) con
uno o due punti fissi e esempi di proiettività di P1(R) con nessuno, uno o due punti
fissi.

1.5.4
Caratteristica di una proiettività

Sia K = C oppure K = R. Sia f una proiettività iperbolica di P1(K) e denotiamo
con A,B i suoi due punti fissi distinti (cfr. 1.5.3). SiaR un riferimento proiettivo in
P1(K) in cuiA eB siano i punti fondamentali (e quindi [A]R = [1, 0] e [B]R = [0, 1]).
PoichéA eB sono punti fissi, f sarà rappresentata nel sistema di coordinate omogenee

indotto daR da una matrice del tipo

(
λ 0
0 μ

)
.

Se P ∈ P1(K) \ {A,B} e [P]R = [a, b], allora [f (P)]R = [λa,μb], per cui dalla
definizione segue subito che β(A,B,P, f (P)) = μ

λ
(in particolare non dipende dal

punto P). Il valore μλ viene detto caratteristica della proiettività.
Evidentemente il valore della caratteristica dipende dall’ordine dei punti fissi:

scambiando A con B la caratteristica diventa λμ .

1.6
Coniugio e complessificazione

Lo spazio Rn si immerge in modo naturale inCn e si caratterizza come l’insieme dei
punti z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn tali che σ(z) = z, dove denotiamo con σ : Cn → Cn

l’involuzione definita da σ(z1, . . . , zn) = (z1, . . . , zn).
Se a1z1 + . . . + anzn = c, con a1, . . . , an numeri complessi non tutti nulli e

c ∈ C, è l’equazione di un iperpiano affine L di Cn , allora σ(L) è un iperpiano di
equazione a1z1 + . . .+ anzn = c detto il coniugato di L.

Nel caso in cui i numeri a1, . . . , an , c sono reali, l’equazionea1x1+. . .+anxn = c
definisce un iperpiano affine H di Rn; d’altra parte la stessa equazione definisce in
Cn un iperpiano affine detto il complessificato di H e denotato HC. In modo analogo
si può definire il complessificato SC di un sottospazio affine S di Rn di dimensione
qualsiasi; SC è un sottospazio affine di Cn della stessa dimensione di S tale che
σ(SC) = SC e SC ∩ Rn = S.

Pensando Rn immerso in Cn, ogni affinità di Rn si estende ad un’affinità di Cn .
Il viceversa non è vero: in particolare un’affinità T(X ) = MX +N diCn in generale
non trasforma punti di Rn in punti di Rn . Ciò accade se e solo se T trasforma n + 1
punti di Rn affinemente indipendenti in n + 1 punti di Rn affinemente indipendenti,
ossia se e solo se M è una matrice di GL(n,R) e N ∈ Rn . In tal caso la restrizione
di T a Rn è un’affinità di Rn.
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Considerazioni analoghe possono essere fatte nel caso proiettivo. Anche Pn(R)
è naturalmente immerso in Pn(C) e può essere pensato come l’insieme dei punti
di Pn(C) che ammettono un rappresentante in Rn+1 \ {0}. Se per semplicità deno-
tiamo ancora con σ l’involuzione Pn(C) → Pn(C) definita da σ([z0, . . . , zn]) =
[z0, . . . , zn], allora Pn(R) coincide con l’insieme dei punti P ∈ Pn(C) tali che
σ(P) = P. Si può in modo analogo definire il coniugato σ(H) di un iperpiano
proiettivo H di Pn(C) e il complessificato SC di un sottospazio proiettivo S di Pn(R).

Ogni proiettività di Pn(R) si estende ad una proiettività di Pn(C). Viceversa una
proiettività f diPn(C) rappresentata da unamatriceA ∈ GL(n+1,C) trasformapunti
di Pn(R) in punti di Pn(R) se e solo se esiste λ ∈ C∗ tale che λA ∈ GL(n + 1,R);
in tal caso la restrizione di f a Pn(R) è una proiettività di Pn(R).

1.7
Ipersuperfici affini e proiettive

Le quadriche, le curve algebriche piane e le coniche sono esempi di ipersuperfici
sui quali ci concentreremo nel seguito. Per evitare inutili ripetizioni, raccogliamo
in questa sezione notazioni, definizioni e alcuni risultati di base sulle ipersuperfici
che saranno poi specializzati e utilizzati nelle sezioni successive nei casi particolari
sopra ricordati.

1.7.1
Polinomi omogenei

Daqui in poi supponiamoK = C oK = R. Denotiamo conK[x0, . . . , xn] l’anello dei
polinomi nelle indeterminate x0, . . . , xn a coefficienti inK e con deg F il grado di un
polinomio F(x0, . . . , xn). Ricordiamo (cfr. 1.1) che Fxi denota la derivata parziale
di F rispetto a x i; in modo simile vengono denotate le derivate parziali di ordine
superiore.

Un polinomio non nullo F ∈ K[x0, . . . , xn] si dice omogeneo se tutti i suoi
monomi hanno lo stesso grado (è usuale denotare i polinomi omogenei con lettere
maiuscole). Ogni polinomio non nullo si scrive in modo unico come somma di
polinomi omogenei.

Per i polinomi omogenei valgono molte importanti proprietà; ricordiamo qui
soltanto che:
(a) un polinomio non nullo F(x0, . . . , xn) è omogeneo di grado d se e solo se vale

in K[x0, . . . , xn , t] l’identità F(tx0, . . . , txn) = tdF(x0, . . . , xn);
(b) (identità di Eulero) se F(x0, . . . , xn) è omogeneo, allora in K[x0, . . . , xn] vale

l’uguaglianza
n∑

i=0

x iFxi = (deg F) F;

(c) ogni polinomio che divide un polinomio omogeneo è omogeneo.
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Se F(x0, . . . , xn) ∈ K[x0, . . . , xn] è omogeneo, il polinomio f (x1, . . . , xn) =
F(1, x1, . . . , xn) è detto il deomogeneizzato di F rispetto a x0. Se F è omogeneo di
grado d e x0 non divide F , allora il deomogeneizzato di F ha grado d .

Se f (x1, . . . , xn) ∈ K[x1, . . . , xn] è un polinomio di grado d , il polinomio

F(x0, . . . , xn) = xd
0 f

(
x1

x0
, . . . ,

xn

x0

)
è detto il polinomio omogeneizzato di f rispetto a x0. Si verifica subito che F è
omogeneo di grado d e non è divisibile per x0.

Se partiamo da un polinomio f ∈ K[x1, . . . , xn], lo omogeneizziamo e poi deo-
mogeneizziamo il polinomio ottenuto, riotteniamo f . Viceversa se F è omogeneo,
l’omogeneizzato del suo deomogeneizzato rispetto a x0 coincide con F se e solo
se x0 non divide F . Pertanto esiste una corrispondenza biunivoca fra i polinomi di
K[x1, . . . , xn] di grado d e i polinomi di K[x0, . . . , xn] omogenei di grado d e non
divisibili per x0. Analoghe definizioni possono essere date rispetto a una qualsiasi
delle indeterminate xi.

Se F(x0, . . . , xn) e f (x1, . . . , xn) sono polinomi che si ottengono uno dall’altro
per omogeneizzazione e deomogeneizzazione (per cui in particolare x 0 non divide
F), allora F è irriducibile se e solo se f è irriducibile. Più precisamente, se F si
fattorizza in fattori omogenei irriducibili come F = c Fm1

1 · . . . · Fms
s con c costante

non nulla, allora f si fattorizza come f = c f m1
1 · . . . · f ms

s dove fi è il polinomio
ottenuto deomogeneizzando Fi, e viceversa.

Per i polinomi omogenei in due variabili a coefficienti complessi vale il se-
guente importante risultato, che è la versione omogenea del Teorema fondamentale
dell’algebra:

Teorema 1.7.1 (Fattorizzazione di polinomi omogenei complessi in due varia-
bili). Sia F(x0, x1) ∈ C[x0, x1] un polinomio omogeneo di grado positivo d . Allora
esistono (a1, b1), . . . , (ad , bd ) ∈ C2 \ {(0, 0)} tali che

F(x0, x1) = (a1x1 − b1x0) · . . . · (adx1 − bd x0).

Le coppie (ai, bi) sono univocamente individuate a meno dell’ordine e di costanti
moltiplicative non nulle.

Una coppia omogenea [a, b] ∈ P1(C) è detta radice di molteplicità m di un
polinomioomogeneoF(x0, x1) ∈ C[x0, x1] sem è ilmassimodegli interi nonnegativi
h tali che (ax1 − bx0)h divide F(x0, x1).

Per polinomi omogenei reali in due variabili il Teorema 1.7.1 non vale, basti
pensare al polinomio x2

0 + x2
1. Tuttavia, poiché gli unici polinomi irriducibili in una

variabile a coefficienti reali sono quelli di primo grado e quelli di secondo grado con
discriminante negativo, si ottiene la seguente versione reale:

Teorema 1.7.2 (Fattorizzazione di polinomi omogenei reali in due variabili). Sia
F(x0, x1) ∈ R[x0, x1] un polinomio omogeneo di grado positivo. Allora esistono
coppie (a1, b1), . . . , (ah, bh) ∈ R2 \ {(0, 0)} e terne (α1,β1, γ1), . . . , (αk ,βk , γk) ∈
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R3 \ {(0, 0, 0)} tali che

F(x0, x1) =
h∏

i=1

(aix1 − bix0) ·
k∏

j =1

(
αj x

2
1 + βj x0x1 + γj x

2
0

)
,

con βj
2 − 4αj γj < 0. Le coppie (ai, bi) e le terne (αj ,βj , γj ) sono univocamente

individuate a meno dell’ordine e di costanti moltiplicative non nulle.

In particolare ogni polinomio omogeneo di grado dispari in R[x0, x1] ha almeno un
fattore lineare reale e quindi una radice in P1(R).

1.7.2
Ipersuperfici affini e proiettive

Introduciamo inK[x1, . . . , xn] la relazione di equivalenza per cui due polinomi f , g ∈
K[x1, . . . , xn] sono in relazione se esiste λ ∈ K∗ tale che f = λg; in tal caso
diciamo che f e g sono proporzionali. Si chiama ipersuperficie affine diKn ogni classe
di proporzionalità di polinomi di grado positivo in K[x1, . . . , xn]; un’ipersuperficie
affine è detta curva affine piana nel caso n = 2 e superficie affine nel caso n = 3.

Se f è un rappresentante dell’ipersuperficie I, diciamo che f (x1, . . . , xn) = 0 è
un’equazione dell’ipersuperficie e chiamiamo grado di I il grado di f . Se I = [f ] e
J = [g], denotiamo con I+J l’ipersuperficie definita dal polinomio f g e, per ogni
intero positivo m, denotiamo mI = [f m].

L’ipersuperficie I = [f ] è detta irriducibile se f lo è. Se f = cf m1
1 · . . . · f ms

s con c
costante non nulla e fi polinomi irriducibili a due a due coprimi, le ipersuperfici Ii =
[fi] sono dette le componenti irriducibili di I e l’intero mi è detto molteplicità della
componente Ii; in tal caso I = m1I1 + . . .+ msIs. Ogni componente irriducibile di
molteplicità mi > 1 è detta componente multipla; le ipersuperfici senza componenti
multiple sono dette ridotte.

Per ogni f ∈ K[x1, . . . , xn] denotiamo

V(f ) = {(x1, . . . , xn) ∈ Kn | f (x1, . . . , xn) = 0}.

Poiché V(λf ) = V(f ) ∀λ ∈ K∗, chiamiamo supporto dell’ipersuperficie I = [f ]
l’insieme (ben definito) V(I) = V(f ).

Essendo il campoK infinito, il Principio di identità dei polinomi assicura che un
polinomio f di K[x1, . . . , xn] è tale che f (a1, . . . , an) = 0 per ogni (a1, . . . , an) ∈
Kn se e solo se f = 0. Di conseguenza il complementare del supporto di ogni
ipersuperficie è non vuoto.

Mentre un’ipersuperficie individua univocamente il suo supporto, il viceversa in
generale non è vero: ad esempio, le ipersuperfici di equazione f = 0 e f m = 0 hanno
lo stesso supporto pur essendo ipersuperfici diverse. In realtà seK = C la corrispon-
denza fra ipersuperficie e supporto diventa biunivoca nel caso delle ipersuperfici
ridotte, mentre se K = R esistono ipersuperfici ridotte diverse con stesso supporto
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(ad esempio, le curve piane reali di equazioni x2
1 + x2

2 = 0 e x4
1 + x4

2 = 0). Talvolta
con un abuso di notazione denoteremo con lo stesso simbolo sia un’ipersuperficie
sia il suo supporto.

Un altro fenomeno da notare è che, mentre il supporto di ogni ipersuperficie
complessa contiene infiniti punti se n ≥ 2, nel caso di un campo non algebricamente
chiuso esistono ipersuperfici di grado positivo con supporto finito (come nel caso
della curva di R2 di equazione x2

1 + x2
2 = 0) o addirittura vuoto (si pensi alla curva

di R2 di equazione x2
1 + x2

2 + 1 = 0).
Un’ipersuperficie affine I viene detta cono se esiste un punto P ∈ I (detto

vertice) tale che, per ogni punto Q ∈ I diverso da P, la retta congiungente P e Q è
contenuta in I . Ad esempio, se f è un polinomio omogeneo, l’ipersuperficie affine
I = [f ] è un cono di vertice l’origine. L’insieme dei vertici di un cono può anche
essere un insieme infinito (cfr. Esercizio 3.60); ad esempio i vertici del cono di R3

di equazione x1x2 = 0 sono tutti e soli i punti dell’asse x3.

Si chiama ipersuperficie proiettiva di Pn(K) ogni classe di proporzionalità di
polinomi omogenei di grado positivo in K[x0, . . . , xn]. In modo analogo a quanto
visto sopra, si definiscono i concetti di equazione e di grado di un’ipersuperficie
proiettiva, di ipersuperficie irriducibile, di componente irriducibile, di molteplicità
di una componente, di cono. Un’ipersuperficie viene detta curva proiettiva piana nel
caso n = 2 e superficie proiettiva nel caso n = 3.

Anche il supporto di un’ipersuperficie proiettiva I = [F] può essere defini-
to in modo analogo come l’insieme dei punti P = [x0, . . . , xn] ∈ Pn(K) tali che
F(x0, . . . , xn) = 0. Notiamo che questa è una buona definizione in quanto non di-
pende né dalla scelta del rappresentante di I, né da quella delle coordinate omogenee
di P: infatti, poiché F è omogeneo, si ha che F(kx0, . . . , kxn) = kd F(x0, . . . , xn)
per ogni k ∈ K, con d = deg F . Ad esempio le ipersuperfici di P1(K) hanno come
supporto un insieme finito di punti (eventualmente vuoto).

Ogni iperpiano di Pn(K) è il supporto di un’ipersuperficie irriducibile di grado 1
(che chiameremo ancora iperpiano).

Anche nel caso proiettivo si ha corrispondenza biunivoca fra ipersuperfici pro-
iettive ridotte e loro supporti solo nel caso in cuiK = C (cfr. Esercizio 3.11 nel caso
delle curve).

Le ipersuperfici (affini o proiettive) di grado 2, 3, 4 vengono dette rispettivamente
quadriche, cubiche, quartiche. Le quadriche di P2(K) sono dette coniche.

1.7.3
Intersezione di un’ipersuperficie con un iperpiano

Sia I un’ipersuperficie di Pn(K) di equazione F(x0, . . . , xn) = 0, e sia H un iper-
piano non contenuto in I di equazione x i = L(x0, . . . , x̂ i, . . . , xn), dove L è un
polinomio omogeneo di primo grado che non dipende dalla variabile xi.

Se Pi è l’i–esimo punto del riferimento proiettivo standard di Pn(K) e Hi è l’i-
perpiano fondamentale di equazione xi = 0, si ha allora Pi /∈ H ∪ Hi, per cui
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è ben definita la prospettività f : H i → H di centro Pi (cfr. 1.2.8), restrizione
della proiezione πPi : P

n(K) \ {Pi} → H su H di centro Pi (cfr. 1.2.7). Ricor-
diamo che le coordinate omogenee standard di Pn(K) inducono su Hi coordina-
te omogenee x0, . . . , x̂ i, . . . , xn . Tramite l’isomorfismo proiettivo f tali coordinate
definiscono coordinate omogenee su H , che vengono usualmente indicate ancora
con x0, . . . , x̂ i, . . . , xn . È immediato verificare che, con queste scelte, il punto di
H di coordinate [x0, . . . , x̂ i, . . . , xn] coincide con il punto di Pn(K) di coordinate
[x0, . . . ,L(x0, . . . , x̂ i, . . . , xn), . . . , xn]. Il polinomio

G(x0, . . . , x̂ i, . . . , xn) = F(x0, . . . , x i−1,L(x0, . . . , x̂ i, . . . , xn), x i+1, . . . , xn)

non è nullo perchéH non è contenuto in I; nelle coordinate suH appena descritte l’e-
quazioneG(x0, . . . , x̂ i, . . . , xn) = 0definisce un’ipersuperficie diH , che denoteremo
con I ∩ H e che ha lo stesso grado di I.

È facile verificare che il punto [a0, . . . , an] di Pn(K) appartiene a I ∩H se e solo
se ai = L(a0, . . . , âi, . . . , an) e G(a0, . . . , âi, . . . , an) = 0.

Una volta fissato in H un sistema di coordinate omogenee e quindi fissato un
isomorfismo proiettivo traH ePn−1(K), le considerazioni precedenti essenzialmente
riconducono la definizione dell’ipersuperficie I ∩ H a quella di ipersuperficie in
Pn−1(K) vista in 1.7.2.

Un altro modo per fissare in H un sistema di coordinate omogenee si ottie-
ne rappresentando l’iperpiano in forma parametrica. Siano P0, . . . ,Pn−1 punti li-
nearmente indipendenti tali che H = L(P0, . . . ,Pn−1). Una volta fissati rappre-
sentanti (p i,0, . . . , p i,n) dei punti Pi, denotiamo con λ0, . . . ,λn−1 il corrisponden-
te sistema di coordinate omogenee su H . Conveniamo da ora in poi di scrivere
λ0P0 + . . .+ λn−1Pn−1 invece di

[λ0p 0,0 + . . .+ λn−1pn−1,0, . . . ,λ0p 0,n + . . .+ λn−1pn−1,n].

Possiamo allora rappresentare parametricamente H come l’insieme dei punti λ0P0 +
. . .+ λn−1Pn−1 al variare di [λ0, . . . ,λn−1] in Pn−1(K).

Conveniamo di scrivere F(λ0P0 + . . .+ λn−1Pn−1) invece di

F(λ0p 0,0 + . . .+ λn−1pn−1,0, . . . ,λ0p 0,n + . . .+ λn−1pn−1,n),

convenzione che sarà adottata sempre nel seguito senza ulteriori avvertenze.
Il polinomio

G(λ0, . . . ,λn−1) = F(λ0P0 + . . .+ λn−1Pn−1)

(che non è nullo perché H non è contenuto in I) è omogeneo in λ0, . . . ,λn−1 dello
stesso grado di F . Pertanto, se H non è contenuto in I, il polinomio G(λ0, . . . ,λn−1)
definisce un’ipersuperficie di H (dotato delle coordinate omogenee λ0, . . . ,λn−1)
denotata con I ∩ H e avente lo stesso grado di I.

In modo simile si può vedere che l’intersezione di un’ipersuperficie affine con
un iperpiano affine H non contenuto in essa è un’ipersuperficie di H .
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1.7.4
Chiusura proiettiva di un’ipersuperficie affine

Identifichiamo Kn con la carta affine U0 = Pn(K) \ {x0 = 0} attraverso la mappa
j 0 : Kn → U0 definita da j 0(x1, . . . , xn) = [1, x1, . . . , xn].

SiaF unpolinomioomogeneo chedefinisce l’ipersuperficie proiettivaI diPn(K).
Supponiamo che F non abbia x0 come unico fattore irriducibile. Si chiama parte
affine di I nella carta U0 l’ipersuperficie affine definita dal polinomio f ottenuto
deomogeneizzando F rispetto a x0 (per cui f (x1, . . . , xn) = F(1, x1, . . . , xn)). Tale
ipersuperficie ha come supporto l’intersezione del supporto di I conU0: conveniamo
pertanto di denotarla con I ∩U0. La parte affine I ∩U0 ha lo stesso grado di I se e
solo se x0 non divide F .

Se π : Kn+1 \ {0} → Pn(K) è la proiezione canonica al quoziente, l’insieme
π−1(I) ∪ {0} è un cono di Kn+1 di vertice 0. La parte affine I ∩ U0 può allora
essere interpretata come l’intersezione del cono π−1(I)∪{0} con l’iperpiano affine
di Kn+1 di equazione x0 = 1.

Procedendo in modo analogo, per ogni iperpiano H di Pn(K) è possibile definire
la parte affine di I nella carta UH = Pn(K) \ H .

Sia I = [f ] un’ipersuperficie affine di Kn . Se F(x0, . . . , xn) è il polinomio
omogeneizzato di f rispetto a x0, diciamo che l’ipersuperficie proiettiva I = [F] è la
chiusura proiettiva di I. Poiché deomogeneizzando F rispetto a x0 ritroviamo f , la
parte affine I∩U0 di I coincide con I. Inoltre, poiché x0 non divideF , l’intersezione
di I con l’iperpiano H 0 = {x0 = 0} è un’ipersuperficie di H 0 dello stesso grado di
I. Ad esempio se n = 2 la chiusura proiettiva della curva I contiene solo un numero
finito di punti sulla retta x0 = 0, che sono detti punti impropri o punti all’infinito
di I .

Osserviamo che, se I = [F] è un’ipersuperficie proiettiva e x0 non divide F ,
allora I ∩ U0 = I .

Inoltre se I è un’ipersuperficie affine e H è un iperpiano affine di Kn non
contenuto in I , allora I ∩ H = I ∩ H .

1.7.5
Equivalenza affine e proiettiva di ipersuperfici

Ricordiamo che due sottoinsiemi di Kn sono detti affinemente equivalenti se esiste
una affinità ϕ che trasforma l’uno nell’altro. Poiché in generale le ipersuperfici non
sono determinate dal loro supporto, introduciamo una nozione di equivalenza affine
fra ipersuperfici affini partendo dalle loro equazioni.

Sia I un’ipersuperficie affine diKn di equazione f (X ) = 0 con X = (x1, . . . , xn)
e siaϕ(X ) = AX +B un’affinità diKn , con A ∈ GL(n,K) e B ∈ Kn . Denotiamo con
ϕ(I) l’ipersuperficie affine di equazione g(X ) = f (ϕ−1(X )) = 0. Questa notazione
è coerente con il fatto che ϕ trasforma il supporto di I nel supporto di ϕ(I).
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Due ipersuperfici affini I, J di Kn sono dette affinemente equivalenti se esi-
ste un’affinità ϕ di Kn tale che I = ϕ(J ). Come osservato sopra, i supporti di
ipersuperfici affinemente equivalenti sono affinemente equivalenti.

In modo analogo si può definire l’equivalenza proiettiva di ipersuperfici proietti-
ve. Sia I un’ipersuperficie di Pn(K) di equazione F(x0, . . . , xn) = 0 e sia g una pro-
iettività diPn(K). SeX = (x0, . . . , xn) e N ∈ GL(n+1,K) è una matrice associata a
g, allora g agisce trasformando il punto di coordinate X nel punto di coordinate NX .
Denotiamo con g(I) l’ipersuperficie proiettiva di equazioneG(X ) = F(N−1X ) = 0.

Due ipersuperfici proiettive I,J diPn(K) sono dette proiettivamente equivalenti
se esiste una proiettività g di Pn(K) tale che I = g(J ). In tal caso si verifica che
g trasforma il supporto di J nel supporto di I, per cui i supporti di ipersuperfici
proiettivamente equivalenti sono insiemi proiettivamente equivalenti. Inoltre il gra-
do, il numero e la molteplicità delle componenti irriducibili di un’ipersuperficie si
conservano mediante un isomorfismo proiettivo (e quindi mediante un cambiamento
di coordinate omogenee di Pn(K)).

Siano I eJ due ipersuperfici che non abbiano [x0] come componente irriducibile
e sia g una proiettività di Pn(K) tale che I = g(J ). Se g fissa la carta affine U0,
allora g è rappresentata da una matrice a blocchi di tipo (cfr. 1.3.8)

N =
(

1 0 . . . 0
B C

)
,

con B ∈ Kn e C matrice quadrata invertibile di ordine n. La restrizione di g alla carta
U0 è l’affinità di Rn data da Y �→ CY + B e trasforma J ∩ U0 in I ∩ U0, mentre
la restrizione di g all’iperpiano all’infinito H 0 è la proiettività di H 0 rappresentata
dalla matrice C che trasforma J ∩ H 0 in I ∩ H 0.

Analogamente, se I e J sono ipersuperfici di Kn affinemente equivalenti e ϕ
è un’affinità di Kn tale che I = ϕ(J ), possiamo vedere ϕ come la restrizione
alla carta U0 di una proiettività g di Pn(K) che fissa U0 e tale che I = g(J ) e
I ∩ H 0 = g|H 0(J ∩ H 0). Pertanto le chiusure proiettive e le parti all’infinito di
ipersuperfici affinemente equivalenti sono ipersuperfici proiettivamente equivalenti.

1.7.6
Intersezione di un’ipersuperficie con una retta

SiaI un’ipersuperficie proiettiva diPn(K)di gradod avente equazioneF(x0, . . . , xn)
= 0 e sia r una retta proiettiva.

Siano R e Q due punti distinti di r. Riprendendo le considerazioni e le conven-
zioni stabilite in 1.7.3, una volta fissati due rappresentanti (r0, . . . , rn) e (q0, . . . , qn)
rispettivamente di R e Q, la retta r è l’insieme dei punti λR + μQ al variare di [λ,μ]
in P1(K) e i punti di intersezione fra I e r si ottengono risolvendo l’equazione

G(λ,μ) = F(λR + μQ) = F(λr0 + μq0, . . . ,λrn + μqn) = 0.
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Se r è contenuta in I, il polinomio G(λ,μ) è identicamente nullo; altrimenti
G(λ,μ) è omogeneo di grado d . Pertanto seK = C l’equazione G(λ,μ) = 0 ha esat-
tamente d radici [λ,μ] in P1(C) contate con molteplicità per il Teorema 1.7.1. Se in-
veceK = R, per ilTeorema 1.7.2 tale equazione ha al più d radici reali corrispondenti
ai fattori lineari di G(λ,μ).

Esaminando il contributo delle varie radici, se [λ0,μ0] è radice del polinomio
G(λ,μ) di molteplicità m, diciamo che I e r hanno molteplicità di intersezione m
nel punto corrispondente P = λ0R + μ0Q. In tal caso scriviamo I(I, r,P) = m.

Osserviamo che la definizione è ben posta in quanto non dipende dalla scelta dei
due punti sulla retta r.

Per convenzione poniamo I(I, r,P) = 0 se P 
∈ I ∩ r e I(I, r,P) = ∞ se r è
contenuta in I .

Riguardo alla nozione di molteplicità di intersezione appena introdotta si può
verificare che:

(a) se g è una proiettività diPn(K), allora I(I, r,P) = I(g(I), g(r), g(P)), per cui in
particolare la molteplicità di intersezione si conserva per equivalenza proiettiva;

(b) se I e J sono ipersuperfici proiettive di Pn(K), allora

I(I + J , r,P) = I(I, r,P) + I(J , r,P);

(c) se la retta r non è contenuta nell’ipersuperficie proiettiva I di Pn(C) di grado d ,
allora

∑
P∈r I(I, r,P) = d (ossia I e r si intersecano esattamente in d punti con-

tati con molteplicità). Nel caso di ipersuperfici reali, pur contando le intersezioni
con molteplicità, in generale possiamo solo dire che

∑
P∈r I(I, r,P) ≤ d .

Procedendo in modo analogo, si può definire la molteplicità di intersezione di
un’ipersuperficie e di una retta in un punto anche nel caso affine. Infatti, se I = [f ]
è un’ipersuperficie affine di Kn e r è una retta congiungente due punti R,Q ∈ Kn

parametrizzata da t �→ (1 − t)R + tQ, allora diciamo che I(I, r,P) = m se P =
(1−t0)R+t0Q e t0 è radice dimolteplicitàm per il polinomio g(t) = f ((1−t)R+tQ).

Come nel caso proiettivo, è possibile verificare che la definizione di I(I, r,P) è
ben posta e non dipende dalla scelta dei punti R,Q. Si ha inoltre che I(I, r,P) =
I(I , r,P) e dunque la molteplicità di intersezione fra un’ipersuperficie proiettiva e
una retta in un punto può anche essere calcolata in coordinate affini in una qualsiasi
carta U contenente il punto.

1.7.7
Spazio tangente ad un’ipersuperficie, punti singolari

Sia I = [F] un’ipersuperficie proiettiva di Pn(K) di grado d e sia r una retta
proiettiva. Diciamo che la retta r è tangente a I in P se I(I, r,P) ≥ 2.

Si verifica che l’unione delle rette tangenti in P = [v] all’ipersuperficie I = [F]
coincide con il sottospazio proiettivo di Pn(K) definito da

Fx0(v)x0 + . . .+ Fxn (v)xn = 0;
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tale spazio è detto spazio tangente a I in P e denotato con TP(I). La nozione
precedente è ben posta, ossia non dipende dalla scelta del rappresentante diP, poiché
ogni derivata parziale prima di un polinomio omogeneo di grado d o è nulla o è un
polinomio omogeneo di grado d − 1.

Se r è una retta contenuta in I, essa è tangente a I in ogni suo punto e dunque
r ⊆ T P(I) per ogni P ∈ r.

Se denotiamo con ∇F l’usuale gradiente di F , scriveremo che ∇F(P) = 0 se il
gradiente di F si annulla su un qualsiasi rappresentante di P.

Il punto P ∈ I è detto punto singolare per I se∇F(P) = 0; altrimenti il punto è
detto non singolare o liscio. Denoteremo con Sing(I) l’insieme dei punti singolari
di I. Se P è non singolare, TP(I) è un iperpiano di Pn(K), altrimenti coincide con
Pn(K).

Un’ipersuperficie viene detta non singolare, o liscia, se tutti i suoi punti sono
non singolari, altrimenti è detta singolare.

Un iperpiano proiettivo è detto tangente a I in P se è contenuto in TP(I): se P
è non singolare, l’unico iperpiano tangente in P è lo spazio tangente TP(I); se P è
singolare, ogni iperpiano passante per P è tangente.

Analogamente al caso proiettivo, diciamo che la retta affine r è tangente all’iper-
superficie affine I in P se I(I, r,P) ≥ 2.

Se P = (p1, . . . , pn), l’unione delle rette tangenti in P a I = [f ] coincide con il
sottospazio affine TP(I) di Kn di equazione

fx1(P)(x1 − p 1) + . . .+ fxn (P)(xn − pn) = 0,

detto spazio tangente a I in P.
Il punto P ∈ I = [f ] è detto punto singolare per I se ∇f (P) = 0, ossia se

tutte le derivate parziali prime di f si annullano in P; altrimenti il punto è detto non
singolare o liscio. Denoteremo con Sing(I) l’insieme dei punti singolari di I. Se
P è non singolare, lo spazio tangente TP(I) è un iperpiano affine di Kn , altrimenti
coincide con Kn . Un iperpiano affine è detto tangente a I in P se è contenuto in
TP(I).

Osserviamo infine che:

(a) P è singolare per I se e solo se è singolare per I;
(b) una retta affine r è tangente ad I in P se e solo se r è tangente a I in P;
(c) TP(I) = TP(I).

1.7.8
Molteplicità di un punto di un’ipersuperficie

Sia I un’ipersuperficie proiettiva di Pn(K) di grado d e sia P un punto di Pn(K). Al
variare di r nel fascio di rette di centro P ed escludendo le eventuali rette contenute
nell’ipersuperficie, la molteplicità di intersezione I(I, r,P) può variare fra 0 e d .
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Chiamiamo molteplicità di P per I (o anche molteplicità di I in P) il numero intero

mP(I) = min
r�P

I(I, r,P).

Poiché esiste almeno una retta non contenuta nell’ipersuperficie, si ha che 0 ≤
mP(I) ≤ d ; inoltre mP(I) = 0 se e solo se P 
∈ I.

Si può verificare (cfr. 1.7.6) che:

(a) se g è una proiettività di Pn(K), allora mP(I) = mg(P)(g(I)), e quindi la mol-
teplicità di un’ipersuperficie in un punto si conserva per equivalenza proiettiva;

(b) se I e J sono ipersuperfici proiettive di Pn(K), allora

mP(I + J ) = mP(I) + mP(J )

(cfr. Esercizio 3.1);
(c) la molteplicità mP(I) può anche essere calcolata in coordinate affini in una

qualsiasi carta U contenente P.

Lavorando in una carta affine dove P ha coordinate affini (0, . . . , 0), la parte
affine di I è definita da un’equazione f = fm + fm+1 + . . . + fd = 0, dove ogni fi è
un polinomio omogeneo inK[x1, . . . , xn] di grado i, a meno che non sia il polinomio
nullo, e fm 
= 0. In tal caso ogni retta passante per P ha molteplicità di intersezione
con I in P maggiore o uguale a m e le rette r per cui I(I, r,P) > m sono esattamente
quelle la cui parte affine è contenuta nell’ipersuperficie CP(I) di Kn di equazione
fm = 0, detta cono tangente affine a I in P (in effetti si tratta di un cono di vertice
P). La chiusura proiettiva CP(I) di CP(I) è detta cono tangente proiettivo a I in
P e il suo supporto coincide con l’unione di P e delle rette proiettive per P tali che
I(I , r,P) > m. Ad esempio il cono tangente proiettivo in (0, 0) alla curva di R2

di equazione x2 + y2 − x3 = 0 ha nel suo supporto solo il punto (0, 0) in quanto
x2 + y2 = 0 non contiene rette.

Interpretando f = fm + fm+1 + . . .+ fd come lo sviluppo di Taylor di f di centro
P = (0, . . . , 0), si osserva subito che P ∈ I è un punto di molteplicità 1 per I se e
solo se almeno una derivata prima di f non si annulla in P, ossia se e solo se il punto
è non singolare. In tal caso talvolta si dice che P è un punto semplice. Invece P è un
punto di molteplicità m > 1 se e solo se f e tutte le derivate parziali di f di ordine
inferiore a m si annullano in P ed esiste almeno una derivata parziale di ordine m
che non si annulla in P.

Se non lavoriamo in una carta affine ma utilizziamo un’equazione omogenea
F = 0 che definisce I, allora per l’identità di Eulero (cfr. 1.7.1) P è un punto di
molteplicità m > 1 se e solo se tutte le derivate parziali di F di ordine m − 1 si
annullano in P ed esiste almeno una derivata parziale di ordine m che non si annulla
in P.



30 1. Richiami di teoria

1.7.9
Ipersuperfici reali

Estendendo quanto fatto in 1.6, per ogni polinomio f ∈ C[x1, . . . , xn] denotiamo con
σ(f ) il polinomio ottenuto da f coniugando ciascuno dei coefficienti e chiamiamo
coniugata dell’ipersuperficie affine I = [f ] di Cn l’ipersuperficie σ(I) = [σ(f )].
Per ogni ipersuperficie affine I di Cn con supporto V(I) ⊆ Cn si può considerare
l’insieme VR(I) dei punti del supporto che sono punti reali; in simboli, VR(I) =
V(I) ∩ Rn . I punti di VR(I) sono detti i punti reali dell’ipersuperficie.

Partendo invece da un qualsiasi polinomio f ∈ R[x1, . . . , xn], possiamo consi-
derare sia la classe di equivalenza [f ]R in R[x1, . . . , xn] sia la classe di equivalenza
[f ]C in C[x1, . . . , xn]. Pertanto per ogni ipersuperficie affine I = [f ]R di Rn con
supporto V(I) ⊆ Rn , possiamo considerare l’ipersuperficie affine IC = [f ]C di Cn ,
detta complessificata di I; si ha allora VR(IC) = V(I).

Ad esempio, la curva affine I = [x2 + y2]R ha come supporto in R2 il solo punto
(0, 0) mentre il supporto in C2 della curva IC = [x2 + y2]C è l’unione delle rette di
equazione x + iy = 0 e x − iy = 0. Similmente il supporto complesso della curva di
equazione x2 + 1 = 0 è l’unione delle rette x + i = 0 e x − i = 0, mentre il supporto
reale è vuoto.

Se g ∈ C[x1, . . . , xn], è possibile che [g]C contenga rappresentanti reali, ossia
esistano α ∈ C∗, h ∈ R[x1, . . . , xn] tali che g = α h. In tal caso si dice che l’iper-
superficie affine I = [g]C di Cn è un’ipersuperficie reale; se denotiamo IR = [h]R,
allora I = (IR)C. Esiste dunque una naturale bigezione fra le ipersuperfici di Rn e
le ipersuperfici reali di Cn .

Se g ∈ C[x1, . . . , xn], allora il polinomio gσ(g) ha coefficienti reali, per cui
l’ipersuperficie [g] + σ([g]) è un’ipersuperficie reale.

Se η(X ) = MX +N è un’affinità diCn con M ∈ GL(n,R) e N ∈ Rn (cosı̀ che η
trasforma punti di Rn in punti di Rn , cfr. 1.6), allora η trasforma ogni ipersuperficie
reale di Cn in un’ipersuperficie reale.

Dal punto di vista della riducibilità, osserviamo che sia la curva di equazione
x2 + y2 = 0 sia quella di equazione x2 + 1 = 0 sono riducibili se pensate come
curve complesse, mentre sono irriducibili se viste come curve reali.

In generale ogni polinomio h ∈ R[x1, . . . , xn] ha una fattorizzazione inC[x1, . . . ,
xn] del tipo

h = cϕm1
1 · . . . · ϕms

s ψ
n1
1 · . . . · ψnt

t σ(ψ1)n1 · . . . · σ(ψt)nt ,

dove c è una costante reale, ϕ1, . . . ,ϕs sono polinomi a coefficienti reali irriduci-
bili in C[x1, . . . , xn] a due a due coprimi, e ψ1, . . . ,ψt sono polinomi a coefficienti
complessi, irriducibili, a due a due coprimi e non proporzionali ad alcun polinomio a
coefficienti reali. Pertanto l’ipersuperficie reale I = [h]C diCn può avere componenti
irriducibili reali (determinate dai fattori reali ϕ1, . . . ,ϕs di h) e componenti irridu-
cibili non reali; più precisamente, se J è una componente irriducibile non reale di
I di molteplicità m, allora anche σ(J ) è una componente irriducibile non reale di I
della stessa molteplicità. Poiché ψj σ(ψj ) ∈ R[x1, . . . , xn] ed è irriducibile sui reali,
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le componenti irriducibili dell’ipersuperficie IR = [h]R sono date dai fattori irriduci-
bili reali ϕ1, . . . ,ϕs,ψ1σ(ψ1), . . . ,ψtσ(ψt). In tal caso i punti di V(ψj )∩V(σ(ψj )),
se esistono, sono punti reali che contribuiscono al supporto VR(IR).

In particolare per un’ipersuperficie irriducibile I di Rn ci sono solo due possibi-
lità: o IC è irriducibile, oppure esiste un’ipersuperficie irriducibile complessa J tale
che IC = J +σ(J ). Nel secondo caso deg I = deg IC = 2degJ e dunque questa
situazione può presentarsi solo nel caso di ipersuperfici di grado pari. Ad esempio
se I è una quadrica reale (cioè deg I = 2) riducibile su C, allora le sue componenti
irriducibili sono due iperpiani reali o due iperpiani complessi coniugati.

Considerazioni analoghe possono essere fatte nel caso proiettivo. Cosı̀ per ogni
polinomio omogeneo F ∈ C[x0, . . . , xn] chiamiamo coniugata dell’ipersuperficie
proiettiva I = [F] di Pn(C) l’ipersuperficie σ(I) = [σ(F)].

Inoltre per ogni polinomio omogeneo F ∈ R[x0, . . . , xn] chiamiamo complessi-
ficata dell’ipersuperficie I = [F]R di Pn(R) l’ipersuperficie IC = [F]C di Pn(C);
il supporto di I in Pn(R) coincide con l’insieme dei punti reali del supporto di IC
in Pn(C). Ogni punto P ∈ Pn(R) singolare per I è singolare anche per IC e, più
precisamente, mP(I) = mP(IC).

Un’ipersuperficie proiettivaI = [F]diPn(C)definita da unpolinomioomogeneo
F ∈ C[x0, . . . , xn] viene detta un’ipersuperficie proiettiva reale se [F] contiene un
rappresentante realeG ∈ R[x0, . . . , xn]. Se f è una proiettività diPn(C) che trasforma
punti di Pn(R) in punti di Pn(R) (e dunque esiste una matrice A ∈ GL(n + 1,R)
che la rappresenta, cfr. 1.6), allora f trasforma ogni ipersuperficie reale di Pn(C) in
un’ipersuperficie reale.

In virtù delle considerazioni precedenti, combinando l’immersione di Rn in
Pn(R) e di Pn(R) in Pn(C), per ogni polinomio f ∈ R[x1, . . . , xn] può essere utile
porre in relazione le proprietà geometriche (come ad esempio supporto e irriducibi-
lità) dell’ipersuperficie reale affine I = [f ]R, della sua chiusura proiettiva I in Pn(R)
e della complessificata (I)C in Pn(C). Osserviamo a tale proposito che IC = (I)C.
Ad esempio il polinomio x2

1 + x2
2− 1 ∈ R[x1, x2] definisce una conica irriducibile I

in R2 la cui chiusura proiettiva I in P2(R) non interseca la retta all’infinito in punti
reali; ciò avviene perché la complessificata (I)C in P2(C) interseca H 0 nell’ipersu-
perficie di equazione x2

1 + x2
2 = 0 il cui supporto è costituito dai punti complessi

[1, i] e [1,−i] che non sono reali.
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1.8
Le quadriche

1.8.1
Prime nozioni e classificazione proiettiva

Un’ipersuperficie proiettiva di Pn(K) di grado 2 è detta quadrica; una quadrica di
P2(K) è detta conica.

Se F(x0, . . . , xn) = 0 è un’equazione di una quadrica Q di Pn(K), allora esiste
un’unica matrice simmetrica A di ordine n + 1 tale che

F(x0, . . . , xn) = tXAX ,

dove tX =
(
x0 x1 . . . xn

)
. In tal caso diciamo che la quadrica è rappresentata

dalla matrice simmetrica A.
La quadricaQ di equazione tXAX = 0 viene detta non degenere se la matrice A è

invertibile; inoltre chiamiamo rango della quadrica il rango della matrice A (nozione
ben posta visto che A è individuata da Q a meno di un coefficiente moltiplicativo
non nullo). Ad esempio, le quadriche di rango 1 sono iperpiani contati due volte.

Se P = [Y] è un punto di Q = [F] dove F(X ) = tXAX , calcolando il gradiente
di F in Y si vede subito che ∇F(Y) = 2 tYA. Pertanto lo spazio tangente TP(Q)
è definito da tYAX = 0 e Sing(Q) = {P = [Y] ∈ Pn(K) | AY = 0}. Dunque la
quadrica è singolare se e solo se det A = 0, cioè se e solo se Q è degenere; inoltre
il luogo singolare di Q è un sottospazio proiettivo di Pn(K).

La quadrica Q è riducibile (ossia il polinomio F è riducibile) se e solo se A ha
rango 1 o 2. In particolare, se Q è riducibile e n ≥ 2, allora è degenere e quindi
singolare; d’altra parte esistono quadriche singolari e irriducibili, come ad esempio
la quadrica di P3(C) di equazione x2

1 + x2
2 − x3

2 = 0.
Intersecando una quadrica Q con un iperpiano H non contenuto in Q si ottiene

una quadrica di H che è singolare in un punto P se e solo se l’iperpiano è tangente
a Q in P (cfr. Esercizio 3.6). Più precisamente nel caso in cui la quadrica Q è non
degenere e l’iperpiano H è tangente a Q in P, allora la quadrica Q ∩ H ha rango
n − 1 e Sing(Q ∩ H) = {P} (per una dimostrazione di questo risultato si veda
l’Esercizio 4.48).

Ricordiamo che ogni proiettività di Pn(K) trasforma una quadrica in una qua-
drica (cfr. 1.7.5). Più precisamente se Q ha equazione tXAX = 0 e se la proiet-
tività g è rappresentata da una matrice invertibile N , allora g(Q) ha equazione
tX tN−1AN−1X = 0. Poiché le matrici A e tN−1AN−1 hanno lo stesso rango, g
trasforma Q in una quadrica dello stesso rango.

Se due quadricheQ eQ′ di Pn(K) hanno rispettivamente equazione tXAX = 0 e
tXA′X = 0, allora esse sono proiettivamente equivalenti (cfr. 1.7.5) se e solo se esiste
λ ∈ K∗ tale che le matrici A e λA′ sono congruenti, ossia esiste M ∈ GL(n + 1,K)
tale che λA′ = tMAM . Nel caso K = C ciò equivale al fatto che A e A′ sono
congruenti, mentre se K = R questo avviene se e solo se A è congruente a ±A′.
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Di conseguenza, è possibile classificare le quadriche a meno di equivalenza pro-
iettiva utilizzando la classificazione delle matrici simmetriche ameno di congruenza.

Se K = C, le quadriche Q e Q′ sono proiettivamente equivalenti se e solo A e
A′ hanno lo stesso rango.

Se K = R, invece, A e A′ sono congruenti se e solo se hanno la stessa segnatura
(intendendo per segnatura di A la coppia sign(A) = (i+(A), i−(A)) dove i+(A)
denota l’indice di positività della matrice A e i−(A) denota il suo indice di negatività;
si ricordi che i+(A) + i−(A) coincide con il rango di A). D’altra parte sign(−A) =
(i−(A), i+(A)); dunque, a meno di scambiare A con −A (matrici che definiscono la
stessa quadrica), possiamo supporre i+(A) ≥ i−(A), cosa che faremo sempre nel
seguito. Con tale convenzione le quadriche realiQ eQ′ rappresentate rispettivamente
dallematrici simmetricheA eA′ sono proiettivamente equivalenti se e solo sign(A) =
sign(A′).

In base alle considerazioni precedenti otteniamo dunque il seguente

Teorema 1.8.1 (Classificazione proiettiva delle quadriche di Pn(K)).

(a) Ogni quadrica di Pn(C) di rango r è proiettivamente equivalente alla quadrica
di equazione

r−1∑
i=0

x2
i = 0.

(b) Ogni quadrica diPn(R) di segnatura (p , r−p), con p ≥ r−p , è proiettivamente
equivalente alla quadrica di equazione

p−1∑
i=0

x2
i −

r−1∑
i=p

x2
i = 0.

1.8.2
Polarità rispetto ad una quadrica

Sia Q una quadrica di Pn(K) di equazione tXAX = 0 con A matrice simmetrica.
Se P = [Y] ∈ Pn(K), l’equazione tYAX = 0 definisce un sottospazio di Pn(K)

che non dipende dalla scelta del rappresentante Y di P; conveniamo pertanto di scri-
vere nel seguito tPAX = 0, senza precisare il rappresentante di P scelto. Similmente,
se P = [Y], denotiamo con AP il punto avente come rappresentante il vettore AY.

Per ogniP ∈ Pn(K) denotiamo con polQ(P) il sottospazio diPn(K) di equazione
tPAX = 0; esso è detto spazio polare di P rispetto a Q.

Se P ∈ Q, allora polQ(P) = TP(Q) (cfr. 1.8.1); in particolare se P è singolare
per Q, allora polQ(P) = Pn(K).

SeP ∈ Pn(K)\Sing(Q), l’equazione tPAX = 0 definisce un iperpiano diPn(K),
che viene detto iperpiano polare di P rispetto a Q. Tale iperpiano, che spesso sarà
denotato semplicemente con pol(P), corrisponde quindi al punto di coordinate AP
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nel duale Pn(K)∗. Risulta cosı̀ definita l’applicazione

pol : Pn(K) \ Sing(Q) → Pn(K)∗

che associa al punto P ∈ Pn(K) \ Sing(Q) il punto AP ∈ Pn(K)∗.
Ad esempio, se il punto fondamentale Pi = [0, . . . , 1, . . . , 0] è non singolare per

Q, l’iperpiano polare di Pi ha equazione ai,0x0 + . . .+ ai,nxn = 0.
SeQ è una quadrica non degenere (ossia non singolare), la matriceA è invertibile

e dunque l’applicazione pol : Pn(K) → Pn(K)∗ è un isomorfismo proiettivo. In
tal caso per ogni iperpiano H di Pn(K) esiste un unico punto, detto polo di H ,
avente H come iperpiano polare rispetto a Q. In particolare il polo dell’i-esimo
iperpiano fondamentale Hi = {xi = 0} è il punto [Ai,0, . . . ,Ai,n] (dove Ai,j =
(−1)i+j det(ci,j (A)), cfr. 1.2).

Ricordiamo le principali proprietà della polarità:

(a) (reciprocità) P ∈ pol(R) ⇐⇒ R ∈ pol(P)
(in particolare per ogni P ∈ Pn(K) e per ogni punto R ∈ Sing(Q) si ha che
P ∈ pol(R) e quindi, per reciprocità, R ∈ pol(P), cioè pol(P) contiene sempre
il luogo singolare della quadrica);

(b) P ∈ pol(P) ⇐⇒ P ∈ Q;
(c) se P 
∈ Q, pol(P) è un iperpiano che interseca Q nel luogo dei punti di

intersezione fra Q e le rette uscenti da P e tangenti alla quadrica.

Dalla proprietà (c) di deduce immediatamente che le tangenti ad una conica non
degenere uscenti da un fissato punto P del piano proiettivo P2(K) sono al più due.
In particolare se da P escono esattamente due tangenti, la polare di P è la retta che
unisce i due punti di tangenza sulla conica.

Naturalmente nel caso reale è possibile che la polare di un punto non appartenente
alla quadrica non intersechi la quadrica stessa (la polare di [0, 0, 1] rispetto alla conica
reale x2

0 + x2
1 − x2

2 = 0 è la retta x2 = 0 che non interseca la conica in punti reali).
DuepuntiP,R inPn(K) si dicono coniugati rispetto alla quadricaQ se tPAR = 0.

In particolare per (b) il supporto della quadrica può essere visto come l’insieme dei
punti di Pn(K) autoconiugati rispetto a Q.

Diciamo che n + 1 punti P0, . . . ,Pn linearmente indipendenti di Pn(K) sono i
vertici di un (n + 1)-edro autopolare per Q se per ogni i 
= j i punti Pi e Pj sono
coniugati rispetto a Q (se n = 2 si parla di triangolo autopolare). In tal caso se
Pi 
∈ Sing(Q) si ha che pol(Pi) = L(P0, . . . ,Pi−1,Pi+1, . . . ,Pn); ciò accade per
ogni Pi se Q è non degenere e questo giustifica il termine “autopolare”.

Se Pi = [vi] per i = 0, . . . , n e A è una matrice simmetrica che rappresenta la
quadrica rispetto alla base {v0, . . . , vn}, allora i punti P0, . . . ,Pn sono i vertici di un
(n + 1)-edro autopolare perQ se e solo se {v0, . . . , vn} è una base ortogonale per il
prodotto scalare suKn+1 associato alla matrice A. Quindi rappresentareQ attraverso
una matrice diagonale equivale a scegliere un sistema di riferimento proiettivo in
Pn(K) i cui punti fondamentali siano i vertici di un (n +1)-edro autopolare. In parti-
colare per ilTeorema di classificazione proiettiva delle quadriche (cfr.Teorema 1.8.1)
per ogni quadrica esiste un (n + 1)-edro autopolare; se la quadrica ha rango r, esso
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contiene esattamente r punti che non appartengono alla quadrica e n − r + 1 punti
che appartengono a Sing(Q).

Se Q è una quadrica non degenere rappresentata da una matrice invertibile A,
l’immagine diQ attraverso l’isomorfismo proiettivo polQ è una quadrica non dege-
nere, detta quadrica duale e denotata Q∗, che rispetto alle coordinate duali risulta
associata alla matrice simmetrica A−1. Possiamo dunque pensare il supporto del-
la quadrica duale come l’insieme degli iperpiani tangenti a Q. Attraverso l’usuale
identificazione col biduale, si ha che Q∗∗ = Q.

Se Q è non degenere, fra tutte le matrici che rappresentano Q∗ troviamo in par-
ticolare la matrice aggiunta A∗ = (det A)A−1. Ricordiamo che la matrice aggiunta
A∗ è definita anche quando det A = 0 (è infatti la matrice avente nel posto (i, j )
il complemento algebrico Aj ,i) e A∗ è non nulla se rk A = n. Se Q è una quadrica
di Pn(K) di rango n possiamo dunque estendere la nozione precedente definendo
quadrica duale diQ come la quadrica rappresentata dalla matrice A∗. In tal casoQ∗
ha rango 1 e il suo supporto è l’immagine della trasformazione proiettiva degenere
pol.

1.8.3
Intersezione di una quadrica con una retta

Siano Q una quadrica di Pn(K) di equazione tXAX = 0 e r una retta. Come già
osservato (cfr. 1.7.6), se r non è contenuta in Q allora Q ∩ r consiste di al più due
punti, eventualmente coincidenti nel caso in cui la retta è tangente. Se r non è tangente
a Q (in particolare non è contenuta nella quadrica), diciamo che la retta r è secante
Q se Q ∩ r è costituito da due punti distinti e che r è esterna a Q se il supporto di
Q∩ r è vuoto.

Più precisamente, se K = C nessuna retta può essere esterna e, se r non è
tangente, alloraQ∩ r consiste di esattamente due punti distinti. SeQ e r sono reali
e se Q ∩ r contiene almeno un punto reale, allora Q ∩ r consiste di due punti reali,
eventualmente coincidenti; inoltre, se una retta reale è tangente ad una quadrica reale,
allora il punto di tangenza è reale.

Esplicitamente, se P,R sono due punti distinti di r e vediamo la retta come
l’insieme dei punti λP + μR al variare di [λ,μ] in P1(K), allora

λP + μR ∈ Q ⇐⇒ tPAP λ2 + 2 tPAR λμ+ tRAR μ2 = 0. (1.1)

In particolare se P,R ∈ Q sono coniugati rispetto a Q, allora r ⊆ Q. Inoltre se
P ∈ Sing(Q) e R ∈ Q, allora r è contenuta inQ, per cui ogni quadrica che possiede
un punto singolare P è un cono di vertice P.
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1.8.4
Quadriche proiettive inP2(K) e inP3(K)

In questo paragrafo esaminiamo più da vicino le quadriche in spazi proiettivi di
dimensione bassa.

Come già ricordato, le quadriche del piano proiettivo sono dette coniche. Una
conica ha un’equazione del tipo

a0,0x
2
0 + a1,1x

2
1 + a2,2x

2
2 + 2a0,1x0x1 + 2a0,2x0x2 + 2a1,2x1x2 = 0,

ossia tXAX = 0 con

A =

⎛⎝ a0,0 a0,1 a0,2

a0,1 a1,1 a1,2

a0,2 a1,2 a2,2

⎞⎠ e X =

⎛⎝ x0

x1

x2

⎞⎠ .

La conica è non degenere se la matrice simmetrica A è invertibile, viene detta
semplicemente degenere se A ha rango 2 e doppiamente degenere se A ha rango 1.

A differenza di quello che accade per le quadriche diPn(C) per n ≥ 3, una conica
di P2(C) è riducibile se e solo se è degenere; in tal caso le componenti irriducibili
sono due rette (che sono coincidenti nel caso delle coniche doppiamente degeneri).
Nel caso K = R la precedente equivalenza non è più vera: ad esempio la conica di
P2(R) di equazione x2

0 + x2
1 = 0 è degenere ma il polinomio x2

0 + x2
1 è irriducibile

in R[x0, x1, x2].
Possiamoelencare in dettaglio le formecanonicheproiettive distinte delle coniche

di P2(K) specializzando al caso n = 2 il risultato del Teorema 1.8.1:

Teorema 1.8.2 (Classificazione proiettiva delle coniche di P2(K)).

(a) Ogni conica di P2(C) è proiettivamente equivalente ad una ed una sola tra le
seguenti:
(C1) x2

0 + x2
1 + x2

2 = 0;
(C2) x2

0 + x2
1 = 0;

(C3) x2
0 = 0.

(b) Ogni conica di P2(R) è proiettivamente equivalente ad una ed una sola tra le
seguenti:
(R1) x2

0 + x2
1 + x2

2 = 0;
(R2) x2

0 + x2
1 − x2

2 = 0;
(R3) x2

0 + x2
1 = 0;

(R4) x2
0 − x2

1 = 0;
(R5) x2

0 = 0.

Come atteso, nel caso complesso si ha un modello per ciascun valore del rango;
nel caso reale invece troviamo due modelli non degeneri ((R1) con supporto vuoto
e (R2) con supporto formato da infiniti punti reali), due modelli semplicemente
degeneri ((R3) con supporto reale ridotto ad un solo punto e (R4) unione di due rette
reali distinte), un modello (R5) di rango 1.
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La conica C di equazione tXAX = 0 è singolare se e solo se det A = 0, cioè
se e solo se C è degenere. Se K = C e C è semplicemente degenere, l’unico punto
singolare è il punto di intersezione delle due componenti irriducibili della conica; se
C è doppiamente degenere, tutti i punti della curva sono singolari.

SeK = R eC è semplicemente degenere,C può essere riducibile, con componenti
irriducibili due rette distinte, oppure irriducibile, e in tal caso la complessificata CC
ha come componenti irriducibili due rette complesse coniugate (cfr. 1.7.9). In ogni
caso le due rette si intersecano in un punto reale che è l’unico punto singolare di C.
Se K = R e C ha rango 1, il suo supporto è una retta e tutti i punti di tale retta sono
singolari per C.

Si ottengono equazioni in forma canonica scegliendo in P2(K) un sistema di
riferimento i cui punti fondamentali P1,P2,P3 siano i vertici di un triangolo autopo-
lare. Un tale triangolo esiste sempre (cfr. 1.8.2 o Esercizio 4.51) e la sua costruzione
risulta particolarmente semplice nel caso n = 2.

Infatti se la conica è non degenere, scegliamo un punto P1 non appartenente a
C e consideriamo la retta r1 = pol(P1) (in particolare P1 
∈ r1). Scegliamo poi
P2 ∈ r1 \C e sia r2 = pol(P2); per reciprocità P1 ∈ r2 e dunque r1 
= r2. Scegliamo
infine P3 = r1 ∩ r2 e sia r3 = pol(P3); allora r3 = L(P1,P2). Per costruzione i
punti P1,P2,P3 sono vertici di un triangolo autopolare in cui ciascun lato è la polare
del vertice opposto.

Se la conica è semplicemente degenere, la polare di ogni punto contiene l’unico
punto singolare Q; se prendiamo un punto P1 fuori dalla conica e un punto P2 diverso
da Q su pol(P1), allora P1,P2,Q sono vertici di un triangolo autopolare. Se la conica
è doppiamente degenere e il suo supporto è una retta (doppia) r, per costruire un trian-
golo autopolare basta prendere due qualsiasi punti distinti su r e un punto fuori da r.

Più lunga è la lista dei modelli proiettivi delle quadriche dello spazio proiettivo
tridimensionale:

Teorema 1.8.3 (Classificazione proiettiva delle quadriche di P3(K)).

(a) Ogni quadrica di P3(C) è proiettivamente equivalente ad una ed una sola tra le
seguenti:
(C1) x2

0 + x2
1 + x2

2 + x3
2 = 0;

(C2) x2
0 + x2

1 + x2
2 = 0;

(C3) x2
0 + x2

1 = 0;
(C4) x2

0 = 0.
(b) Ogni quadrica di P3(R) è proiettivamente equivalente ad una ed una sola tra le

seguenti:
(R1) x2

0 + x2
1 + x2

2 + x3
2 = 0;

(R2) x2
0 + x2

1 + x2
2 − x3

2 = 0;
(R3) x2

0 + x2
1 − x2

2 − x3
2 = 0;

(R4) x2
0 + x2

1 + x2
2 = 0;

(R5) x2
0 + x2

1 − x2
2 = 0;

(R6) x2
0 + x2

1 = 0;
(R7) x2

0 − x2
1 = 0;

(R8) x2
0 = 0.



38 1. Richiami di teoria

Osserviamo che nel caso reale esistono 3 tipi proiettivi distinti di quadriche non
degeneri di P3(R) (e cioè i modelli (R1), (R2) e (R3) nell’ultimo enunciato), due
tipi di rango 3 (i modelli (R4) e (R5)), due tipi di rango 2 (i modelli (R6) e (R7)) e
un solo tipo (R8) di rango 1.

Se A è una matrice simmetrica di ordine 4 che rappresenta Q, sappiamo che Q
è singolare se e solo se det A = 0; più precisamente:

(a) se rk A = 3, Q ha un solo punto singolare P ed è un cono di vertice P (con
supporto eventualmente ridotto al solo punto P se K = R, come nel modello
(R4) del Teorema 1.8.3);

(b) se rk A = 2,Q ha una retta r di punti singolari; nel caso complessoQ è riducibile
e il supporto è costituito da due piani distinti che si intersecano in r; seK = R la
quadrica Q può essere riducibile con componenti irriducibili due piani distinti
che si intersecano in r, oppure irriducibile e in tal caso le componenti irriducibili
della complessificata QC sono due piani complessi coniugati che si intersecano
nella retta reale r (cfr. 1.7.9);

(c) se rk A = 1, tutti i punti diQ sono singolari, la quadrica è riducibile e il supporto
è costituito da due piani coincidenti.

Per quanto riguarda l’intersezione di Q con un piano H di P3(K), ricordiamo
che H è tangente a Q se H ⊆ TP(Q) per qualche P ∈ Q.

Se H non è tangente, allora:

(a) H è detto esterno aQ se la conicaQ∩H ha supporto vuoto (il che può accadere
solo se K = R);

(b) H è detto secante Q se la conica Q∩ H è non vuota.

Considerando in particolare l’intersezione fra Q e il piano tangente TP(Q) in
un punto liscio P, osserviamo che se TP(Q) 
⊆ Q allora Q ∩ TP(Q) è una conica
degenere e singolare inP (cfr. 1.8.1). Di conseguenzaQ∩TP(Q) è un cono di vertice
P (cfr. 1.8.3).

Pertanto per ogni punto liscioP diQ può presentarsi una delle seguenti situazioni:

(a) Q∩ TP(Q) = TP(Q); in tal caso Q è riducibile, ossia è una coppia di piani; in
particolare per ogni punto liscio R di Q si ha Q∩ TR(Q) = TR(Q);

(b) Q∩ TP(Q) = {P} (caso possibile solo se K = R, quando la complessificata di
Q∩ TP(Q) è l’unione di due rette complesse coniugate incidenti in P);

(c) Q∩TP(Q) è una conica degenere spezzata in due rette eventualmente coincidenti
(ad esempio l’intersezione del cono reale di equazione x2

0 + x2
1 − x2

2 = 0 con il
piano tangente in ogni punto liscio è una retta doppia).

Se inoltre Q è irriducibile, il primo di questi ultimi casi non può presentarsi;
diciamo allora che:

(a) P è un punto ellittico se Q∩ T P(Q) = {P};
(b) P è un punto parabolico se Q∩ TP(Q) è una retta doppia;
(c) P è un punto iperbolico se Q∩ TP(Q) è costituito da due rette distinte.

Si verifica (cfr. Esercizio 4.53) che i punti di una quadrica Q non degenere e
non vuota di P3(K) sono o tutti iperbolici o tutti ellittici (quest’ultimo caso può
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presentarsi solo se K = R); in tal caso si dice che Q è una quadrica iperbolica o,
rispettivamente, una quadrica ellittica. Si verifica inoltre (cfr. Esercizio 4.54) che tutti
i punti non singolari di una quadrica degenere irriducibile di P3(K) sono parabolici:
in tal caso, se esiste almeno un punto non singolare, si parla di quadrica parabolica.

Nel caso complesso, in cui non esistono punti ellittici, tutte le quadriche non de-
generi sono iperboliche, mentre quelle di rango 3 sono paraboliche. Nel casoK = R
si verifica che esistono quadriche irriducibili dei tre tipi possibili (cfr. Esercizio 4.55).

Sfruttando il fatto che la nozione di punto ellittico, iperbolico o parabolico è
proiettiva, cioè è invariante per proiettività, si può indagare la natura dei punti delle
quadriche irriducibili usando i loromodelli proiettivi omodelli proiettivamente equi-
valenti aventi equazione particolarmente semplice (cfr. Esercizio 4.58). Ad esempio
la quadrica di P3(R) di equazione x0x3 − x1x2 = 0 è proiettivamente equivalente
alla quadrica (iperbolica) x2

0 + x2
1 − x2

2 − x2
3 = 0.

1.8.5
Quadriche nello spazioRn

Una quadrica affineQ diRn, cioè un’ipersuperficie affine diRn di grado 2, è definita
da un’equazione del tipo

tXAX + 2 tBX + c = 0,

dove A è una matrice simmetrica non nulla di ordine n, B è un vettore diRn , c ∈ R e
tX =

(
x1 . . . xn

)
. Se identifichiamoRn con la carta affineU0 = Pn(R)\{x0 = 0}

attraverso la mappa j 0 : Rn → U0 definita da j 0(x1, . . . , xn) = [1, x1, . . . , xn], la
chiusura proiettivaQ della quadrica affineQ è rappresentata dalla matrice a blocchi

A =
(

c tB
B A

)
,

mentre la quadrica all’infinito Q∞ = Q ∩ H 0 è rappresentata dalla matrice A.
Diciamo che la quadrica affine Q è degenere se lo è la sua chiusura proiettiva e
chiamiamo rango di Q il rango di Q, ossia il rango della matrice A.

Se Q ha rango n, Q ha un solo punto singolare P ed è un cono di vertice P
(cfr. 1.8.3). In particolare si dice che Q è un cono affine se P ∈ U0 ed è un cilindro
affine se P ∈ H 0.

Due quadriche affini Q e Q′ di Rn sono affinemente equivalenti se esiste una
affinità ϕ di Rn tale che Q = ϕ(Q′) (cfr. 1.7.5). Se ϕ(X ) = MX + N , con M
matrice invertibile di ordine n e N ∈ Rn , allora ϕ è la restrizione alla carta U0 della
proiettività di Pn(R) rappresentata dalla matrice a blocchi

MN =
(

1 0 . . . 0
N M

)
(cfr. 1.3.8). Se ϕ trasformaQ inQ′, allora MN rappresenta una proiettività di Pn(R)
che trasforma Q in Q′ e M rappresenta una proiettività di H 0 che trasforma Q∞ in
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Q′∞; pertanto se due quadriche affini sono affinemente equivalenti, le loro chiusure
proiettive e le loro quadriche all’infinito sono proiettivamente equivalenti (vale anche
l’implicazione opposta, come vedremo più avanti in questa sezione).

L’applicazione ϕ(X ) = MX + N è un’isometria di Rn se e solo se M ∈ O(n); le
quadriche Q e Q′ di Rn sono dette metricamente equivalenti se esiste un’isometria
ϕ(X ) = MX + N tale che ϕ(Q) = Q′.

Per ogni X = (x1, . . . , xn) ∈ Rn poniamo X̃ =

⎛⎜⎜⎜⎝
1
x1
...

xn

⎞⎟⎟⎟⎠ =
(

1
X

)
, ossia deno-

tiamo con X̃ il vettore di Rn+1 ottenuto da X aggiungendo 1 come prima coordinata.
Allora l’equazione di Q può essere scritta nella forma tX̃AX̃ = 0; inoltre si ha che

ϕ̃(X ) =
(

1
ϕ(X )

)
=
(

1
MX + N

)
= MNX̃ . In questo senso diremo d’ora in

poi che la quadrica affine Q di Rn è rappresentata dalla matrice simmetrica A di
ordine n + 1 e che l’affinità ϕ di Rn è rappresentata dalla matrice MN .

La quadrica ϕ−1(Q) è dunque rappresentata dalla matrice

tMN A MN =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 tN
0
...
0

tM

⎞⎟⎟⎟⎠
(

c tB
B A

)(
1 0 . . . 0
N M

)
=

=
(

tNAN + 2 tBN + c t(tM(AN + B))
tM(AN + B) tMAM

)
.

Da ciò si osserva che attraverso un’affinità sia la matrice A che la matrice A si
modificano per congruenza, per cui si conservano le segnature di A e di A, e quindi
in particolare il rango di A e il rango di A. D’altra parte la matrice che rappresenta
una quadrica diRn è individuata a meno di un coefficiente moltiplicativo non nullo α
che può essere positivo o negativo. A tale proposito ricordiamo che per ogni matrice
simmetrica reale S si ha che sign(αS) = (i+(S), i−(S)) seα > 0,mentre sign(αS) =
(i−(S), i+(S)) se α < 0. A meno di moltiplicare l’equazione della quadrica per −1
(ossia scambiare A con −A e A con −A), possiamo supporre che i+(A) ≥ i−(A) e
i+(A) ≥ i−(A). Nel seguito adotteremo sempre questa convenzione; in questo modo
le segnature ricordate sopra dipendono dalla quadrica e non dall’equazione scelta e
la coppia (sign(A), sign(A)) è un invariante affine della quadrica.

Si dice che la quadrica Q di equazione F(X ) = tXAX + 2 tBX + c = 0 è una
quadrica a centro se esiste un punto C ∈ Rn tale che F(C + X ) = F(C − X ) per
ogni X ∈ Rn , ossia se i polinomi F(C + X ) e F(C−X ) coincidono. Evidentemente
l’origine 0 delle coordinate di Rn è centro per Q se e solo se B = 0. Se Q è una
quadrica con centro C, allora la traslazione τ(X ) = X + C è tale che τ(0) = C per
cui 0 è centro per la quadrica traslata Q′ = τ−1(Q). Pertanto per Q′ risulterà nullo
il vettore dei coefficienti dei termini di primo grado, ossia AC + B = 0, per cui C
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è soluzione del sistema AX = −B. D’altra parte se il sistema AX = −B ha una
soluzione C, il punto C risulta un centro per la quadrica.

Si verifica che, se ϕ è un’affinità, C è un centro per Q se e solo se ϕ−1(C) è
un centro per la quadrica ϕ−1(Q). Dunque il fatto di essere una quadrica a centro
è una proprietà affine (nel senso che ogni quadrica affinemente equivalente ad una
quadrica a centro è anch’essa a centro).

Diremo che Q è un paraboloide se non è a centro.

Si verifica che rk A ≤ rk A ≤ rk A + 2 e che il sistema AX = −B è risolubile,
cioè la quadrica è a centro, se e solo se rk A ≤ rk A + 1, mentreQ è un paraboloide
se e solo se rk A = rk A + 2. In particolare Q è un paraboloide non degenere se e
solo se det A 
= 0 e det A = 0.

Ricordiamo (cfr. 1.8.2) che, se Q è non degenere, il polo rispetto a Q dell’iper-
piano all’infinito H 0 è il punto C = [A0,0,A0,1 . . . ,A0,n] ∈ Pn(R).

Se Q è un paraboloide non degenere, allora A0,0 = det A = 0; pertanto il
polo rispetto a Q dell’iperpiano all’infinito H 0 è un punto improprio, H 0 è tan-
gente a Q e quindi (cfr. 1.8.1) Q ∩ H 0 è degenere (di rango n − 1). Vale anche
il viceversa: se Q è non degenere e Q ∩ H 0 è degenere, allora rk A = n + 1 e
det A = 0, per cui rk A = n − 1 = rk A − 2 e dunque Q è un paraboloide non
degenere.

Se Q è una quadrica non degenere a centro, allora rk A = n + 1 e rk A = n e
dunque il sistema AX = −B ha una sola soluzione (ossia esiste un solo centro) che

per la regola di Cramer è data dal punto C =
(

A0,1

A0,0
, . . . ,

A0,n

A0,0

)
∈ Rn. Pensando C

come un punto di Pn(R) si ha C = [A0,0,A0,1 . . . ,A0,n]. Dunque il centro C coincide
con il polo rispetto aQ dell’iperpiano all’infinito H0 e tale punto è un punto proprio
(perché A0,0 = det A 
= 0). Poiché Q ∩ H 0 è non degenere, distinguendo in base al
tipo di intersezione fraQ e l’iperpiano improprio:

(a) una quadrica Q è detta un iperboloide se è non degenere a centro e Q ∩ H 0 è
una quadrica non degenere a supporto non vuoto;

(b) una quadricaQ è detta un ellissoide se è non degenere a centro eQ∩H 0 è una
quadrica non degenere a supporto vuoto.

Distinguendo le quadriche in base all’esistenza o meno di un centro e usando
risultati classici di algebra lineare, è possibile determinare le forme canoniche distinte
per equivalenza affine e per equivalenzametrica per le quadriche diRn, incluse quelle
degeneri. Se ci limitiamo ad usare isometrie:

(a) per ilTeorema spettrale,mediante un’isometria lineareX �→ MX diRn (conM ∈
O(n)) è possibile ridursi ad avere la matrice simmetrica A in forma diagonale
con ai,i = 0 per ogni i = rk A + 1, . . . , n;

(b) se Q è a centro, traslando l’origine in un centro ci si riduce ad avere B = 0;
(c) se Q non è a centro, mediante un’isometria (ed eventualmente riscalando l’e-

quazione) ci si riduce ad avere B = (0, . . . , 0,−1) e c = 0.
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Si ottiene dunque:

Teorema 1.8.4 (Classificazione metrica delle quadriche di Rn). Sia Q una qua-
drica di Rn di equazione tX̃AX̃ = 0 con p = i+(A) ≥ i−(A) e i+(A) ≥ i−(A).
Poniamo r = rk A e r = rk A. Allora:

(a) Esistono λ1, . . . ,λr ∈ R con 0 < λ1 ≤ . . . ≤ λp e 0 < λp+1 ≤ . . . ≤ λr

tali che Q è metricamente equivalente alla quadrica avente una delle seguenti
equazioni:

(m1) x2
1 + λ2x2

2 + . . .+ λp x2
p − λp+1x2

p+1 − . . .− λrx2
r = 0

in tal caso si ha λ1 = 1, r = r e sign(A) = sign(A);

(m2) λ1x
2
1 + . . .+ λp x2

p − λp+1x
2
p+1 − . . .− λrx

2
r − 1 = 0

in tal caso si ha sign(A) = (p , i−(A) + 1) (in particolare r = r + 1);

(m3) λ1x
2
1 + . . .+ λp x2

p − λp+1x
2
p+1 − . . .− λrx

2
r + 1 = 0

in tal caso si ha sign(A) = (p + 1, i−(A)) (in particolare r = r + 1);

(m4) λ1x2
1 + . . .+ λp x2

p − λp+1x2
p+1 − . . .− λrx2

r − 2xn = 0
in tal caso si ha r = r + 2.

(b) Nei casi (m2), (m3) e (m4) i numeri λ1, . . . ,λr sono univocamente determinati
da Q.

Nel caso di quadriche di tipo (m1) i numeri λ2, . . . ,λr non sono univocamente
individuati: ad esempio la quadrica di equazione x2

1 − 2x2
2 = 0 è metricamente

equivalente alla quadrica di equazione x2
1 − 1

2x2
2 = 0 (basta considerare l’isometria

che scambia x1 con x2 e riscalare opportunamente l’equazione cosı̀ ottenuta).
Si arriva a una forma canonica metrica di tipo (m1), (m2) o (m3) seQ è a centro,

al tipo (m4) se invece la quadrica è un paraboloide.

Se non ci limitiamo ad usare isometrie nel processo di semplificazione dell’e-
quazione della quadrica, applicando un’opportuna affinità dopo la riduzione me-
trica descritta sopra è possibile “normalizzare” i coefficienti, ossia fare in mo-
do che i coefficienti dell’equazione appartengano all’insieme {1,−1, 0}. Abbiamo
dunque:

Teorema 1.8.5 (Classificazione affine delle quadriche di Rn). SiaQ una quadrica
di Rn di equazione tX̃AX̃ = 0 con p = i+(A) ≥ i−(A) e i+(A) ≥ i−(A). Poniamo
r = rk A e r = rk A. Allora Q è affinemente equivalente ad una e una sola delle
seguenti quadriche:

(a1) x2
1 + . . .+ x2

p − x2
p+1 − . . .− x2

r = 0,

in tal caso r = r e sign(A) = sign(A);

(a2) x2
1 + . . .+ x2

p − x2
p+1 − . . .− x2

r − 1 = 0

in tal caso si ha sign(A) = (p , i−(A) + 1) (in particolare r = r + 1);

(a3) x2
1 + . . .+ x2

p − x2
p+1 − . . .− x2

r + 1 = 0

in tal caso si ha sign(A) = (p + 1, i−(A)) (in particolare r = r + 1);
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(a4) x2
1 + . . .+ x2

p − x2
p+1 − . . .− x2

r − 2xn = 0
in tal caso si ha r = r + 2.

Si perviene ad uno dei primi tre modelli nel caso di quadriche a centro, al quarto
modello nel caso di un paraboloide.

Per ciascuno deimodelli delTeorema 1.8.5 la coppia (sign(A), sign(A)) è diversa
e quindi distingue i diversi tipi affini, per cui due quadriche affiniQ eQ′ di equazioni
rispettivamente tX̃ AX̃ = 0 e tX̃A′X̃ = 0 sono affinemente equivalenti se e solo se
(sign(A), sign(A)) = (sign(A′), sign(A′)). Possiamoesprimere questo fatto dicendo
che la coppia (sign(A), sign(A)) è un sistema completo di invarianti affini.

Si ha allora che, seQ è proiettivamente equivalente aQ′ eQ∞ è proiettivamente
equivalente aQ′∞, allora sign(A) = sign(A′) e sign(A) = sign(A′) e dunqueQ eQ′
sono affinemente equivalenti. In altre parole se le chiusure proiettive e le quadriche
all’infinito di due quadriche affiniQ eQ′ sono proiettivamente equivalenti, alloraQ
e Q′ sono affinemente equivalenti.

Per decidere quale sia la forma canonica affine di una quadrica è dunque suffi-
ciente calcolare la segnatura di A e quella di A. In realtà in base al Teorema 1.8.5
non sempre è necessario calcolare entrambe le segnature. In effetti si può comincia-
re a calcolare la segnatura di A (e quindi rk A) e il rango di A: a questo punto se
rk A = rk A o se rk A = rk A + 2 l’equazione del modello affine è determinata. Se
invece rk A = rk A + 1, è necessario calcolare anche la segnatura di A.

Ricordiamo che l’indice di positività di una matrice simmetrica coincide con il
numero di autovalori positivi della matrice e quindi con il numero di radici positive
del suo polinomio caratteristico. Visto che il polinomio caratteristico di una matrice
simmetrica reale ha tutte le radici inR, il calcolo della segnatura di A e di A a partire
dai rispettivi polinomi caratteristici risulta immediato usando il seguente risultato:

Teorema 1.8.6 (Criterio di Cartesio). Un polinomio a coefficienti reali e avente
tutte le radici reali ha tante radici positive, contate con molteplicità, quante sono le
variazioni di segno nella successione dei coefficienti non nulli del polinomio.

1.8.6
Iperpiani diametrali, assi, vertici

In questa sezione ci limitiamo a considerare quadriche di Rn non degeneri.
In 1.8.5 abbiamo visto che, se Q è una quadrica non degenere a centro, il cen-

tro coincide con il polo rispetto a Q dell’iperpiano all’infinito H 0. Nel caso delle
quadriche non degeneri estendiamo allora la nozione di centro chiamando centro
della quadrica non degenere Q il polo rispetto a Q dell’iperpiano all’infinito H 0.
In particolare potremo parlare di centro di una quadrica anche nel caso di quadriche
non a centro. Con la terminologia introdotta risulta che:

(a) il polo di H 0 è proprio, cioè sta inRn , se e solo seQ è una quadrica non degenere
a centro (in tal caso Q ha come centro esattamente il polo di H 0);
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(b) il polo di H 0 è un punto improprio, cioè appartiene all’iperpiano all’infinito H 0,
se e solo se Q è un paraboloide non degenere (e Q è tangente a H 0 nel centro
di Q).

Un iperpiano affine viene detto iperpiano diametrale di una quadrica non dege-
nere Q (piano diametrale se n = 3, diametro se n = 2) se la sua chiusura proiettiva
è l’iperpiano polare di un punto improprio. Se R è il centro della quadrica, per reci-
procità un iperpiano è diametrale se e solo se la sua chiusura proiettiva passa per il
centro R. Ad esempio se Q è un paraboloide non degenere, gli iperpiani diametrali
sono tutti paralleli ad una stessa retta, in quanto le loro chiusure proiettive passano
per il centro improprio di Q.

SeQ è una quadrica non degenere diRn e se l’iperpiano diametrale polQ(P)∩Rn

relativo ad un punto P ∈ H 0 è ortogonale alla direzione lP determinata dal punto
all’infinito P, allora polQ(P) viene detto iperpiano principale di Q.

Si dice inoltre asse di una quadrica non degenere Q ogni retta di Rn che sia
intersezione di iperpiani principali (nel caso n = 2 i concetti di iperpiano principale
e asse coincidono). Si chiama vertice di Q ogni punto di intersezione di Q con un
asse (si noti che non può esserci confusione tra questa nozione di vertice e quella di
vertice di un cono, in quanto i coni sono quadriche degeneri).

Si verifica che, per ogni vertice V di una quadrica non degenere Q di Rn, l’i-
perpiano tangente a Q in V è ortogonale all’asse per V (per una prova si veda
l’Esercizio 4.72).

L’iperpiano polQ(P) ∩ Rn = {tPAX̃ = 0} relativo a P = [0, p 1, . . . , pn] risulta
principale se e solo se esiste λ 
= 0 tale che (p 1 . . . pn) A = λ (p 1 . . . pn), ossia se e
solo se il vettore (p 1, . . . , pn) è autovettore per A relativo ad un autovalore non nullo.
Gli eventuali autovettori v0 ∈ Rn per A relativi all’autovalore 0 non corrispondono
ad iperpiani principali perché in tal caso l’iperpiano polare determinato dal punto
P = [(0, v0)] è l’iperpiano improprio H 0 che non è la chiusura proiettiva di alcun
iperpiano affine.

Se la quadrica Q è non degenere e a centro, si può provare (cfr. Esercizio 4.71)
che esistono n assi della quadrica a due a due ortogonali che si intersecano nel centro
diQ. Si può dunque rappresentare la quadrica in forma canonica metrica scegliendo
inRn un sistema di riferimento cartesiano avente come origine il centro diQ e come
assi coordinati n assi della quadrica a due a due ortogonali.

Se Q è un paraboloide non degenere, si può provare (cfr. Esercizio 4.71) che
Q ha un unico asse (che è intersezione di n − 1 iperpiani principali di Q a due a
due ortogonali) e un unico vertice. Si arriva dunque alla forma canonica metrica
dell’equazione di Q scegliendo in Rn un sistema di riferimento cartesiano avente
come origine il vertice V di Q e come assi coordinati rette a due a due ortogonali
uscenti daV in modo tale che l’n-esimo iperpiano coordinato sia l’iperpiano tangente
a Q in V e che gli altri n − 1 iperpiani coordinati siano iperpiani principali di Q a
due a due ortogonali.

Fissato un punto P = (a1, . . . , an) ∈ Rn e un numero reale η ≥ 0, il luogo dei
punti di Rn che hanno distanza η da P è una quadrica di equazione

(x1 − a1)2 + . . .+ (xn − an)2 = η. (1.2)
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Più in generale chiamiamo sfera ogni quadrica di Rn di equazione (1.2) con η ∈ R.
Tale sfera è un ellissoide con supporto non vuoto se η > 0, un ellissoide con supporto
vuoto se η < 0; se η = 0 si tratta di una quadrica degenere il cui supporto è ridotto
ad un punto.

Una sfera è una quadrica a centro avente un unico centro; tutti gli iperpiani per il
centro sono principali, tutte le rette per il centro sono assi e tutti i punti del supporto
sono vertici (cfr. Esercizio 4.71).

L’immagine di una sfera attraverso un’isometria è ancora una sfera; in particolare
il fatto che una quadrica sia una sfera è invariante per cambiamenti di coordinate
isometrici.

1.8.7
Coniche diR2

In questo paragrafo, usando le notazioni fissate precedentemente, esaminiamo in
dettaglio le coniche di R2 sia dal punto di vista affine che da quello metrico, cosı̀
come faremo in seguito per le quadriche diR3. Usando il fatto cheR2 ⊂ C2 ⊂ P2(C),
sarà utile pensare una conica C di R2 non solo immersa nella sua chiusura proiettiva
in P2(R), ma anche immersa nella sua complessificata CC in C2 e nella chiusura
proiettiva di quest’ultima in P2(C) (cfr. 1.7.9).

Le coniche doppiamente degeneri hanno come supporto una retta i cui punti sono
tutti singolari.

Una conica semplicemente degenere C può essere riducibile (con componenti
irriducibili due rette distinte) oppure irriducibile (in tal caso la complessificata CC
ha come componenti irriducibili due rette complesse coniugate, cfr. 1.7.9). In ogni
caso le due rette si intersecano in un punto reale che è l’unico punto singolare di C. A
seconda che il punto di intersezione di tali due rette sia un punto proprio o all’infinito
la conica è un cono affine o un cilindro affine (cfr. 1.8.5). Più precisamente si parla di
cono reale e di cilindro reale se il supporto è unione di rette, di cono immaginario se
il supporto si riduce al solo punto singolare, di cilindro immaginario se il supporto
è vuoto.

Una conica non degenere C è detta:

(a) parabola se non è a centro (in tal caso H 0 è tangente a C);
(b) iperbole se è a centro e C interseca H 0 in due punti distinti;
(c) ellisse se è a centro e la retta H 0 è esterna a C (più precisamente si parla di ellisse

reale se il supporto di C è non vuoto, altrimenti di ellisse immaginaria).

Specializzando al caso di R2 la classificazione ottenuta nel Teorema 1.8.5, ab-
biamo:
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Teorema 1.8.7 (Classificazione affine delle coniche di R2). Ogni conica di R2
(x ,y)

è affinemente equivalente ad una e una sola fra le seguenti coniche:

(a1) x2 + y2 − 1 = 0 (ellisse reale);
(a2) x2 + y2 + 1 = 0 (ellisse immaginaria);
(a3) x2 − y2 + 1 = 0 (iperbole);
(a4) x2 − 2y = 0 (parabola);
(a5) x2 − y2 = 0 (coppia di rette reali distinte incidenti);
(a6) x2 + y2 = 0 (coppia di rette complesse coniugate incidenti);
(a7) x2 − 1 = 0 (coppia di rette reali distinte e parallele);
(a8) x2 + 1 = 0 (coppia di rette complesse coniugate distinte parallele);
(a9) x2 = 0 (coppia di rette reali coincidenti).

Osserviamo che:

(a) per le forme canoniche (a1), (a2) o (a3) l’origine è il centro della conica C e gli
assi x e y sono diametri per la conica con punti all’infinito coniugati rispetto a
C;

(b) per la parabola C con equazione (a4) l’origine O è un punto della conica, l’asse x
è la tangente a C inO e l’asse y è la retta passante perO e per il centro (improprio)
di C;

(c) il modello (a5) è un cono reale, (a6) è un cono immaginario, (a7) è un cilindro
reale, (a8) è un cilindro immaginario; il modello doppiamente degenere (a9) è
un cono avente come vertici tutti i punti del supporto.

Una retta affine r viene detta asintoto per una conica non degenere C se la sua
chiusura proiettiva r è tangente a C in uno dei suoi punti impropri (ossia se r è la
polare rispetto a C di uno dei punti impropri della conica). Un’ellisse reale non ha
asintoti perché non ha punti impropri, una parabola non ha asintoti perché la tangente
nell’unico punto all’infinito è la retta impropria, mentre un’iperbole ha due asintoti.
Gli asintoti di un’iperbole, essendo le parti affini delle polari dei punti impropri, sono
particolari diametri e si intersecano nel centro dell’iperbole.

Con la convenzione adottata (cfr. 1.8.5) di scegliere equazioni tali che i+(A) ≥

i−(A) e i+(A) ≥ i−(A) e di denotare X̃ =

⎛⎝ 1
x
y

⎞⎠, sappiamo che due coniche di

R2 di equazioni tX̃AX̃ = 0 e tX̃A′X̃ = 0 sono affinemente equivalenti se e solo se
sign(A) = sign(A′) e sign(A) = sign(A′).

Nella Tabella 1.1 sono riportati i valori di tali invarianti per ciascuno dei modelli
affini elencati nel Teorema 1.8.7.

Chiamiamo circonferenza ogni sfera di R2, ossia ogni conica di equazione (x −
x0)2 + (y − y0)2 = η. Tale circonferenza è un’ellisse reale se η > 0 e un’ellisse
immaginaria se η < 0; se η = 0 si tratta di una conica degenere il cui supporto
è ridotto ad un punto. L’immagine di una circonferenza attraverso un’isometria è
ancora una circonferenza; in particolare il fatto che una conica sia una circonferenza
è invariante per cambiamenti di coordinate isometrici.
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Tabella 1.1. Invarianti affini per le coniche di R2

Modello sign(A) sign(A)

(a1) (2, 0) (2, 1)
(a2) (2, 0) (3, 0)
(a3) (1, 1) (2, 1)
(a4) (1, 0) (2, 1)
(a5) (1, 1) (1, 1)
(a6) (2, 0) (2, 0)
(a7) (1, 0) (1, 1)
(a8) (1, 0) (2, 0)
(a9) (1, 0) (1, 0)

La complessificata di una circonferenza ha come punti impropri i punti I1 =
[0, 1, i] e I2 = [0, 1,−i], detti punti ciclici del piano euclideo. Inoltre si verifica
facilmente che ogni conica di R2 la cui complessificata ha come punti impropri i
punti ciclici è una circonferenza.

I punti ciclici sono strettamente collegati a fenomeni di carattere metrico. Ad
esempio associando ad ogni retta per un punto P ∈ R2 la retta ortogonale per P si ha
un’involuzione nel fascioFP delle rette di centro P. In un sistema di coordinate affini
in cuiP = (0, 0) alla retta di equazione ax−by = 0 si associa cosı̀ la retta di equazio-
ne bx + ay = 0. Poiché le chiusure proiettive di queste due rette intersecano la retta
all’infinito x0 = 0 rispettivamente nei punti [0, b, a] e [0, a,−b], l’involuzione del-
l’ortogonalità in FP induce sulla retta impropria l’involuzione [0, b, a] �→ [0, a,−b],
detta involuzione assoluta. Quest’ultima non ha punti fissi reali, mentre la corrispon-
dente involuzione di (H0)C (che è proiettivamente isomorfo a P1(C)) ha come punti
fissi i punti ciclici I1 e I2.

Il nome di “involuzione assoluta” proviene dalla relazione di tale involuzione con
la polarità rispetto alla quadrica di H 0 di equazione x2

1 + x2
2 = 0, detta classicamente

l’assoluto. Infatti questa polarità associa al punto [b, a] l’iperpiano diH 0 di equazione
bx1 + ax2 = 0, il cui supporto consiste dell’unico punto [a,−b].

Una retta di C2 avente come punto improprio un punto ciclico è detta retta
isotropa; per ogni punto di C2 (e dunque per ogni punto di R2) passano esattamente
due rette isotrope.

Un punto F di R2 si dice fuoco di una conica non degenere C se le chiu-
sure proiettive delle rette isotrope uscenti da F sono tangenti alla chiusura pro-
iettiva della complessificata di C. Una conica non degenere ha uno o due fuochi
(cfr. Esercizio 4.75).

Una retta di R2 si chiama direttrice di C se la sua chiusura proiettiva è la retta
polare di un fuoco rispetto a C.

Specializzando al caso di R2 il Teorema 1.8.4 e limitandoci alle coniche non
degeneri, otteniamo:
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Teorema 1.8.8 (Classificazione metrica delle coniche di R2). Ogni conica non de-
genere diR2

(x ,y) è metricamente equivalente ad una e una sola fra le seguenti coniche:

(m1) x2

a2 + y2

b2 − 1 = 0 con a ≥ b > 0 (ellisse reale);

(m2) x2

a2 + y2

b2 + 1 = 0 con a ≥ b > 0 (ellisse immaginaria);

(m3) x2

a2 −
y2

b2 + 1 = 0 con a > 0, b > 0 (iperbole);

(m4) x2 − 2cy = 0 con c > 0 (parabola).

Utilizzando le equazioni canoniche delle coniche nondegeneri elencate nelTeore-
ma 1.8.8, si possono determinare formule esplicite per vertici, fuochi, assi e direttrici
dei modelli metrici non degeneri sopra elencati (cfr. Esercizio 4.77).

Sempre partendo dalle equazioni canonichemetriche è facile verificare (cfr. Eser-
cizio 4.78) che le coniche non degeneri sono caratterizzabili in termini di condizioni
metriche, come già fatto sopra per la circonferenza:

(a) la parabola è il luogo dei punti del piano equidistanti da un punto (il fuoco) e da
una retta non passante per tale punto (la direttrice);

(b) l’ellisse è il luogo dei punti del piano per i quali è costante la somma delle
distanze da due punti distinti del piano (i fuochi);

(c) l’iperbole è il luogo dei punti del piano per i quali è costante il valore assoluto
della differenza delle distanze da due punti distinti del piano (i fuochi).

Per un’altra caratterizzazione metrica delle coniche non degeneri si vedano l’Eser-
cizio 4.79 e la Nota successiva.

1.8.8
Quadriche diR3

Ricordiamo che una quadricaQ di R3 è non degenere se e solo se una matrice A che
la rappresenta è invertibile. Inoltre Q è riducibile se e solo se A ha rango 1 o 2.

Se rk A = 4,Q può essere un paraboloide (se non è a centro, ossia H 0 è tangente
a Q), un iperboloide (se Q è a centro e H 0 è secante Q) o un ellissoide (se Q è a
centro e H 0 è esterno a Q). Possiamo ulteriormente raffinare questa terminologia in
base alla natura dei punti di Q (ricordando che nel caso di quadriche non degeneri i
punti possono essere solo ellittici o iperbolici, cfr. 1.8.4). Parliamo quindi di:

(a) iperboloide ellittico, o a due falde, se tutti i suoi punti sono di tipo ellittico;
(b) iperboloide iperbolico, o a una falda, se tutti i suoi punti sono di tipo iperbolico;
(c) paraboloide ellittico se i suoi punti sono di tipo ellittico;
(d) paraboloide iperbolico, o sella, se i suoi punti sono di tipo iperbolico.
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Si osservi che tutti i punti di un ellissoide Q sono necessariamente ellittici: se
esistesse un punto P iperbolico per Q, allora Q ∩ TP(Q) consisterebbe di due rette
per cui Q∩ H 0 conterrebbe punti reali (cfr. anche Esercizio 4.56).

Diciamo inoltre che un ellissoide è reale (risp. immaginario) se il suo supporto
è non vuoto (risp. vuoto).

Se rk A = 3, sappiamo che la chiusura proiettivaQ è un cono con un unico punto
singolare S. La quadrica Q è dunque un cono affine (se S è un punto proprio, e ciò
accade se e solo se det A 
= 0) o un cilindro affine (se S è un punto improprio, il che
accade se e solo se det A = 0). Più precisamente si parla di cono reale e di cilindro
reale se il supporto è unione di rette, di cono immaginario se il supporto si riduce al
solo punto singolare, di cilindro immaginario se il supporto è vuoto. Nel caso di un
cilindro reale, talvolta si raffina la terminologia in base al tipo dell’intersezione diQ
con il piano H 0. Cosı̀ seQ è un cilindro reale, si dice cheQ è un cilindro iperbolico
se Q ∩ H 0 è una coppia di rette reali distinte, un cilindro ellittico se Q ∩ H 0 è una
coppia di rette complesse coniugate, un cilindro parabolico se Q ∩ H 0 è una retta
doppia. Si osservi che questa terminologia non allude in alcun modo alla natura
dei punti della quadrica in quanto, trattandosi di una quadrica degenere irriducibile,
tutti i punti non singolari di un cilindro sono parabolici (cfr. Esercizio 4.54). Allude
invece al fatto che le sezioni piane non degeneri sono rispettivamente iperboli, ellissi
e parabole.

Specializzando al caso di R3 la classificazione ottenuta nel Teorema 1.8.5, ab-
biamo:

Teorema 1.8.9 (Classificazione affine delle quadriche di R3). Ogni quadrica di
R3

(x ,y,z) è affinemente equivalente ad una e una sola fra le seguenti quadriche:

(a1) x2 + y2 + z2 − 1 = 0 (ellissoide reale);
(a2) x2 + y2 + z2 + 1 = 0 (ellissoide immaginario);
(a3) x2 + y2 − z2 − 1 = 0 (iperboloide iperbolico);
(a4) x2 + y2 − z2 + 1 = 0 (iperboloide ellittico);
(a5) x2 + y2 − 2z = 0 (paraboloide ellittico);
(a6) x2 − y2 − 2z = 0 (paraboloide iperbolico);
(a7) x2 + y2 + z2 = 0 (cono immaginario);
(a8) x2 + y2 − z2 = 0 (cono reale);
(a9) x2 + y2 + 1 = 0 (cilindro immaginario);
(a10) x2 + y2 − 1 = 0 (cilindro ellittico);
(a11) x2 − y2 + 1 = 0 (cilindro iperbolico);
(a12) x2 − 2z = 0 (cilindro parabolico);
(a13) x2 + y2 = 0 (coppia di piani complessi incidenti);
(a14) x2 − y2 = 0 (coppia di piani reali distinti incidenti);
(a15) x2 + 1 = 0 (coppia di piani complessi paralleli);
(a16) x2 − 1 = 0 (coppia di piani reali distinti e paralleli);
(a17) x2 = 0 (coppia di piani reali coincidenti).
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Figura 1.1.Alcune quadriche elencate nel Teorema 1.8.9

Come già osservato (cfr. 1.8.5), con la convenzione di scegliere equazioni tali
che i+(A) ≥ i−(A) e i+(A) ≥ i−(A), due quadriche di R3 di equazioni tX̃ AX̃ =
0 e tX̃A′X̃ = 0 sono affinemente equivalenti se e solo se sign(A) = sign(A′) e
sign(A) = sign(A′). Utili informazioni parziali possono essere ottenute dal fatto
che sono inoltre invarianti affini l’annullarsi o meno del determinante di A e il segno
del determinante di A (visto che A è una matrice di ordine pari).

Nella Tabella 1.2 sono riportati i valori di tali invarianti per ciascuno dei modelli
affini elencati nel Teorema 1.8.9.

Osserviamo che, limitandoci alle quadriche non degeneri, per distinguere il tipo
affine di Q è sufficiente calcolare il determinante di A e di A e la segnatura di A.
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Tabella 1.2. Invarianti affini per le quadriche di R3

Modello det(A) det(A) sign(A) sign(A)

(a1) �= 0 < 0 (3, 0) (3, 1)
(a2) �= 0 > 0 (3, 0) (4, 0)
(a3) �= 0 > 0 (2, 1) (2, 2)
(a4) �= 0 < 0 (2, 1) (3, 1)
(a5) 0 < 0 (2, 0) (3, 1)
(a6) 0 > 0 (1, 1) (2, 2)
(a7) �= 0 0 (3, 0) (3, 0)
(a8) �= 0 0 (2, 1) (2, 1)
(a9) 0 0 (2, 0) (3, 0)
(a10) 0 0 (2, 0) (2, 1)
(a11) 0 0 (1, 1) (2, 1)
(a12) 0 0 (1, 0) (2, 1)
(a13) 0 0 (2, 0) (2, 0)
(a14) 0 0 (1, 1) (1, 1)
(a15) 0 0 (1, 0) (2, 0)
(a16) 0 0 (1, 0) (1, 1)
(a17) 0 0 (1, 0) (1, 0)

Infatti:

(a) Q è un ellissoide reale ⇐⇒ det A 
= 0, det A < 0 e A è definita positiva;
(b) Q è un ellissoide immaginario ⇐⇒ det A 
= 0, det A > 0 e A è definita

positiva;
(c) Q è un iperboloide iperbolico ⇐⇒ det A 
= 0, det A > 0 e A è indefinita;
(d) Q è un iperboloide ellittico ⇐⇒ det A 
= 0, det A < 0 e A è indefinita;
(e) Q è un paraboloide ellittico ⇐⇒ det A = 0 e det A < 0;
(f) Q è un paraboloide iperbolico ⇐⇒ det A = 0 e det A > 0.

Specializzando al caso di R3 la classificazione ottenuta nel Teorema 1.8.4, si
possono ricavare le equazioni canoniche metriche delle quadriche di R3.

1.9
Curve algebriche piane

Le definizioni e le considerazioni presentate nella Sezione 1.7 per le ipersuperfici
affini e proiettive si applicano in particolare alle ipersuperfici del piano (ossia al caso
n = 2), cioè alle curve algebriche piane, denominate talvolta nel seguito semplice-
mente “curve”. In particolare disponiamo della nozione di chiusura proiettiva di una
curva affine, di equivalenza affine e proiettiva di curve, di molteplicità di un punto
di una curva, di retta tangente, di curva singolare, etc.

In questa sezione ci limitiamo quindi ad enfatizzare alcuni risultati sullo studio
locale di una curva in un suo punto e sull’intersezione di due curve.
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1.9.1
Studio locale di una curva algebrica piana

Sia C una curva proiettiva di grado d di P2(K), con K = C o K = R, e sia P un
punto di P2(K).

Se F(x0, x1, x2) = 0 è un’equazione omogenea di C, allora (cfr. 1.7.8) P è un
punto semplice per la curva se e solo se almeno una delle tre derivate parziali prime
di F non si annulla in P. In tal caso la retta tangente a C in P ha equazione

Fx0(P)x0 + Fx1(P)x1 + Fx2(P)x2 = 0.

Un punto singolare P ∈ C (cioè tale che mP(C) > 1) viene detto punto doppio se
mP(C) = 2, triplo se mP(C) = 3, m-uplo se mP(C) = m. Il punto P risulta m-uplo
per C se e solo se tutte le derivate (m − 1)-esime di F si annullano in P ed esiste
almeno una derivata m-esima di F che non si annulla in P.

Tutti i punti di una componente irriducibile multipla risultano singolari. Se C è
una curva ridotta e C1, . . . , Cm sono le sue componenti irriducibili, allora Sing(C) è
un insieme finito e precisamente (cfr. Esercizio 3.2 ed Esercizio 3.4)

Sing(C) =
m⋃

j =1

Sing(Cj ) ∪
⋃
i �=j

(Ci ∩ Cj ).

Una retta r viene detta tangente principale a C in P se I(C, r,P) > mP(C).
Nei punti semplici la nozione di retta tangente coincide con quella di tangente

principale. Se P è un punto multiplo di molteplicità m, tutte le rette passanti per P
sono tangenti mentre le tangenti principali sono quelle contenute nel cono tangen-
te a C in P (cfr. 1.7.8). L’insieme delle tangenti principali a una curva C + D in
P è formato dalle tangenti principali a C in P e dalle tangenti principali a D in P
(cfr. Esercizio 3.1).

Per studiare localmente la curva in un punto P può essere utile scegliere una carta
in cui P = (0, 0). In tale carta, se f è un polinomio che definisce la parte affine di C e
se scriviamo f come somma di parti omogenee, la molteplicità dell’origine coincide
con il grado della parte omogenea non nulla di gradominimo di f . Le parti affini delle
tangenti principali in P sono allora definite dai fattori lineari di tale parte omogenea.
In particolare le tangenti principali distinte in P sono al massimo m = mP(C). Più
precisamente se K = C ci sono m tangenti principali (contate con molteplicità) per
il Teorema 1.7.1; se invece K = R, per il Teorema 1.7.2 le tangenti principali sono
al più m, ma possono anche non esistere. Ad esempio il punto [1, 0, 0] è un punto
doppio per la curva reale di equazione x0x

2
1 + x0x

2
2 − x3

1 = 0 in cui non esistono
tangenti principali.

SeK = C un punto singolareP viene detto punto ordinario se ci sono esattamente
mP(C) tangenti principali distinte in P. Un punto doppio viene chiamato nodo se è
ordinario, cuspide se è non ordinario; più precisamente si parla di cuspide ordinaria
se l’unica tangente principale in P ha molteplicità di intersezione esattamente 3 con
la curva nel punto.
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Se K = R, un punto singolare P viene detto punto ordinario se è ordinario per
la complessificata CC; in tal caso, poiché mP(CC) = mP(C), la complessificata CC
ha mP(C) tangenti principali distinte in P ma è possibile che quelle reali siano in
numero strettamente inferiore a mP(C).

Se in una carta affine la parte affine di C ha equazione f (x , y) = 0 e P = (a, b)
è non singolare, allora la retta di equazione

fx (P)(x − a) + fy(P)(y − b) = 0

è la parte affine della tangente (principale) a C in P e si chiama la tangente affine
in P.

Infine, generalizzando la nozione già data nel caso delle coniche non degeneri,
una retta affine r viene detta asintoto per una curva affine D se la sua chiusura
proiettiva r è tangente principale a D in uno dei suoi punti impropri.

1.9.2
Il risultante di due polinomi

Sia D un dominio a fattorizzazione unica (i casi che a noi interessano sono D = K
e D = K[x1, . . . , xn]). Consideriamo due polinomi f , g ∈ D[x ] di gradi positivi m e
p rispettivamente

f (x) = a0 + a1x + . . .+ amxm am 
= 0

g(x) = b0 + b1x + . . .+ bp xp bp 
= 0.

Chiamiamo matrice di Sylvester di f e g la matrice quadrata di ordine m + p

S(f , g) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a0 a1 . . . . . . am 0 . . . 0
0 a0 a1 . . . . . . am 0 . . .

. . .
. . .

. . .
0 . . . 0 a0 a1 . . . . . . am

b0 b1 . . . . . . bp 0 . . . 0
0 b0 b1 . . . . . . bp 0 . . .

. . .
. . .

. . .
0 . . . 0 b0 b1 . . . . . . bp

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
le cui prime p righe sono formate a partire dai coefficienti di f e le successive m righe
sono formate a partire dai coefficienti di g. Il determinante della matrice S(f , g) è
detto risultante di f e g; in simboli Ris(f , g) = det S(f , g).

La principale proprietà del risultante è che f e g hanno un fattore comune di grado
positivo in D[x ] se e solo se Ris(f , g) = 0. Nel caso in cui D = C, Ris(f , g) = 0 se
e solo se f e g hanno una radice comune.

Se f , g ∈ K[x1, . . . , xn], scegliendo una indeterminata, ad esempio xn , possiamo
pensare f e g come polinomi in xn a coefficienti polinomi in x1, . . . , xn−1, ossia
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f , g ∈ D[xn] con D = K[x1, . . . , xn−1]. Denotiamo con S(f , g, xn) la matrice di
Sylvester e con Ris(f , g, xn) il risultante di f e g pensati come elementi di D[xn],
per cui Ris(f , g, xn) ∈ K[x1, . . . , xn−1]. Denotiamo inoltre con degxn

f il grado di f
rispetto alla variabile xn .

Fra le molte importanti proprietà del risultante ricordiamo solo quelle essenziali
per i nostri scopi.

Proprietà di specializzazione: Posto X = (x1, . . . , xn−1), siano

f (x1, . . . , xn) = a0(X ) + a1(X )xn + . . .+ am(X )xm
n am(X ) 
= 0

g(x1, . . . , xn) = b0(X ) + b1(X )xn + . . .+ bp (X )xp
n bp (X ) 
= 0

e sia R(x1, . . . , xn−1) = Ris(f , g, xn).

Per ogni c = (c1, . . . , cn−1) ∈ Kn−1, possiamo:

(a) prima valutare per X = c i polinomi f e g ottenendo cosı̀ i polinomi in una
variabile fc(xn) = f (c, xn) e gc(xn) = g(c, xn), e poi calcolare il risultante dei
polinomi fc(xn), gc(xn) ∈ K[xn];

(b) prima calcolare il risultante R(x1, . . . , xn−1) e poi valutarlo per X = c.

Se ad esempio am(c) 
= 0 e bp (c) 
= 0, allora degxn
f (x1, . . . , xn) = deg fc(xn) e

degxn
g(x1, . . . , xn) = deg gc(xn), per cui la matrice di Sylvester di fc(xn) e gc(xn)

coincide con la matrice S(f , g, xn) valutata per X = c. Di conseguenza

Ris(f (c, xn), g(c, xn)) = R(c),

ossia la specializzazione X = c commuta con il calcolo del risultante.

Proprietà di omogeneità: Siano F(x1, . . . , xn) e G(x1, . . . , xn) polinomi omogenei
di gradi m e p rispettivamente. Posto X = (x1, . . . , xn−1), sia

F(x1, . . . , xn) = A0(X ) + A1(X )xn + . . .+ Amxm
n

G(x1, . . . , xn) = B0(X ) + B1(X )xn + . . .+ Bp xp
n ,

dove ogni Ai (risp. Bi) non nullo è un polinomio omogeneo di K[x1, . . . , xn−1] di
grado m − i (risp. p − i).

Se Am 
= 0 e Bp 
= 0, allora il polinomio Ris(F ,G, xn) è omogeneo di grado mp
nelle variabili x1, . . . , xn−1 oppure è nullo.

1.9.3
Intersezione di due curve

È possibile generalizzare il concetto di molteplicità di intersezione fra due curve in
un punto, dato precedentemente nel caso in cui una delle due curve è una retta. Fra i
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vari modi equivalenti di definire tale concetto ricordiamo qui quello più semplice da
utilizzare per calcolare effettivamente tale molteplicità.

Siano C e D due curve proiettive di P2(K) rispettivamente di gradi m e d senza
componenti comuni e sia P ∈ C ∩D. Scegliamo un sistema di coordinate omogenee
[x0, x1, x2] tali che [0, 0, 1] 
∈ C ∪ D e tali che P è l’unico punto di C ∩ D sulla retta
congiungente P e [0, 0, 1].

Se C = [F] e D = [G], denotiamo con Ris(F ,G, x2) il risultante di F e G
rispetto alla variabile x2. Poiché F(0, 0, 1) 
= 0 e G(0, 0, 1) 
= 0, si ha degx2

F =
deg F , degx2

G = deg G; inoltre, poiché C e D non hanno componenti comuni, il
polinomio R(x0, x1) = Ris(F ,G, x2) è omogeneo di grado md (cfr. 1.9.2, Proprietà
di omogeneità).

Se P = [c0, c1, c2], chiamiamo molteplicità di intersezione delle curve C e D in
P la molteplicità di [c0, c1] come radice del polinomio Ris(F ,G, x2) e la denotiamo
con I(C,D,P).

In modo diretto o indiretto, ma comunque laborioso, è possibile verificare che
questa definizione nondipende dal sistemadi coordinate omogenee. Si verifica inoltre
che, nel caso in cui una delle due curve è una retta, la molteplicità di intersezione
cosı̀ definita coincide con quella definita in precedenza.

Nel caso in cui C e D sono curve in P2(R) e P è un punto di P2(R), si ha
evidentemente che I(C,D,P) = I(CC,DC,P).

Siano f e g i polinomi ottenuti deomogeneizzando F e G rispetto a x0 e che
definiscono le parti affini delle curve C e D nella carta U0. Poiché [0, 0, 1] 
∈ C ∪ D,
la specializzazione x0 = 1 non abbassa i gradi di F e G e, per la Proprietà di
specializzazione del risultante, si ha che Ris(F ,G, x2)(1, x1) = Ris(f , g, x2)(x1)
e quindi la molteplicità di intersezione di C e D in P può essere calcolata anche a
partire dalle equazioni delle loro parti affini.

Teorema 1.9.1. Siano C eD due curve proiettive diP2(K) senza componenti comuni.
Allora per ogni punto P ∈ P2(K) si ha

I(C,D,P) ≥ mP(C) · mP(D).

Per una prova del Teorema 1.9.1 si veda l’Esercizio 3.58.
Diciamo che le curve C eD sono tangenti in P se I(C,D,P) ≥ 2. Notiamo che la

nozione di curve tangenti in un punto può essere caratterizzata in termini delle rette
tangenti alle curve nel punto, ossia I(C,D,P) ≥ 2 se e solo se le curve C,D hanno
in P almeno una tangente comune. Infatti se le due curve sono non singolari in P,
allora I(C,D,P) ≥ 2 se e solo se le rette tangenti in P alle due curve coincidono
(cfr. Esercizio 3.57). Nel caso in cui almeno una delle due curve, ad esempio C, è
singolare in P, allora tutte le rette passanti per P sono tangenti a C e almeno una di
esse è tangente anche aD; d’altra parte in tal caso I(C,D,P) ≥ mP(C) ·mP(D) ≥ 2.

Per quanto riguarda l’intersezione globale di due curve proiettive, nel caso com-
plesso abbiamo il seguente fondamentale risultato:
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Teorema 1.9.2 (Teorema di Bézout). Siano C e D due curve proiettive di P2(C)
di gradi rispettivamente m e d . Se C e D non hanno componenti comuni, allora
esse hanno esattamente md punti in comune, contati con la relativa molteplicità di
intersezione (in particolare C ∩ D 
= ∅).

Nel caso reale il Teorema di Bézout non vale più e può addirittura accadere
che due curve proiettive di P2(R) abbiano intersezione vuota (si pensi ad esempio
alle coniche reali distinte di equazione x2

0 + x2
1 − x2

2 = 0 e x2
0 + x2

1 − 2x2
2 = 0).

Tuttavia come conseguenza immediata delTeorema 1.9.2 si ottiene la seguente forma
“debole” del Teorema di Bézout:

Teorema 1.9.3 (Teorema di Bézout reale). Siano C e D due curve proiettive di
P2(R) di gradi rispettivamente m e d . Se C e D hanno più di md punti in comune,
allora esse hanno una componente irriducibile comune.

1.9.4
Punti di flesso

Un punto P di una curva proiettiva C viene detto flesso se è semplice e se I(C, τ ,P) ≥
3, dove τ denota la tangente (principale) a C in P. Si parla di flesso ordinario nel
caso in cui I(C, τ ,P) = 3.Ad esempio tutti i punti di una retta sono flessi, le coniche
irriducibili non hanno flessi e tutti i flessi di una cubica irriducibile sono ordinari.

I punti di flesso sono caratterizzati (e quindi possono essere individuati) come
i punti non singolari P della curva proiettiva C di equazione F(X ) = 0 tali che
HF(P) = 0, dove HF(X ) = det(Fxix j (X )). Se F ha grado d ≥ 2, il polinomio
HF(X ) o è omogeneo di grado 3(d−2) o è nullo (ad esempio se F = x1x2(x1−x2),
allora HF(X ) = 0).

La matrice simmetrica HessF(X ) = (Fxix j (X ))0≤i,j≤2 è detta matrice Hessiana
di F e, se HF(X ) = det(HessF(X )) non è nullo, la curva di equazione HF(X ) = 0
è chiamata la curva Hessiana di F(X ) = 0 e denotata con H(C).

Pertanto se K = C ogni curva proiettiva complessa di grado d ≥ 3 o ha infiniti
flessi o, per il Teorema di Bézout, ne ha al più 3d(d − 2); inoltre tale curva, se è non
singolare, ha almeno un flesso.

Ricordiamo che, se C è una curva di equazione F(X ) = 0 e se g(X ) = MX è una
proiettività di P2(K), la curva D = g−1(C) ha equazione G(X ) = F(MX ) = 0. Si
verifica che le matrici Hessiane di F e di G sono legate dalla relazione HessG(X ) =
tM HessF(MX ) M e dunque HG(X ) = (det M)2H F(MX ). Pertanto il polinomio
HG(X ) è non nullo se e solo seHF(X ) è non nullo e, in tal caso,H(D) = g−1(H(C)).

1.9.5
Sistemi lineari, fasci

Per ognid ≥ 1denotiamoconΛd l’insiemedelle curve proiettive di gradod diP2(K).
Dalla definizione di curva risulta che Λd = P(K[X ]d ), dove K[X ]d = K[x0, x1, x2]d
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denota lo spazio vettoriale formato dal polinomio nullo e dai polinomi omogenei
in x0, x1, x2 di grado d . Una base di tale spazio vettoriale è formata dai monomi

x i
0x

j
1x

d−i−j
2 di grado d , per cui K[x0, x1, x2]d ha dimensione

(d + 1)(d + 2)
2 . Di

conseguenza Λd è uno spazio proiettivo di dimensione

N =
(d + 1)(d + 2)

2
− 1 =

d(d + 3)
2

.

Cosı̀ le rette formano uno spazio proiettivo di dimensione 2, le coniche uno spazio
di dimensione 5, le cubiche di dimensione 9 e cosı̀ via. Nel sistema di coordinate
omogenee indotto dalla base dei monomi, le coordinate di una curva C ∈ Λd sono i
coefficienti di uno dei polinomi che la definiscono.

Si chiama sistema lineare di curve di grado d ogni sottospazio proiettivo di Λd ;
un sistema lineare di curve di dimensione 1 viene chiamato fascio. Un sistema lineare
di curve di dimensione r può essere rappresentato in modo parametrico a partire da
r + 1 suoi punti indipendenti [F0], . . . , [Fr ]: ogni curva del sistema lineare ha allora
equazione

∑r
i=0 λiFi(X ) = 0. Alternativamente può essere rappresentato in modo

cartesiano come intersezione di iperpiani.
Si chiamano punti base di un sistema lineare di curve i punti appartenenti a tutte le

curve del sistema lineare. Nel caso di un fascio di curve i punti base sono determinati
dall’intersezione di due qualsiasi curve distinte F0(X ) = 0 e F1(X ) = 0 del fascio,
in quanto ogni curva del fascio ha equazione del tipo λF0(X ) + μF1(X ) = 0 con
[λ,μ] ∈ P1(K). Se Q non è un punto base del fascio, esiste un’unica curva del fascio
passante per Q poiché, imponendo il passaggio per Q, si ottiene una equazione in
λ,μ che ammette un’unica soluzione [λ0,μ0] ∈ P1(K).

Se due curve di grado d sono tangenti in un punto P ad una stessa retta l, allora
tutte le curve del fascio generato dalle due curve sono tangenti a l in P.

Ricordiamo infine che se f è una proiettività di P2(K) e C è una curva di grado d ,
anche la curva f (C) ha grado d , per cui f induce un’applicazioneΛd → Λd che risulta
essere una proiettività. In particolare f trasforma ogni sistema lineare di curve in un
sistema lineare della stessa dimensione; ad esempio f trasforma il fascio generato
da due curve C1 e C2 di grado d nel fascio generato dalle curve f (C1) e f (C2).

1.9.6
Condizioni lineari

L’equazione di un iperpiano diΛd è un’equazione lineare omogenea nelle coordinate
di Λd , ossia nei coefficienti della generica curva di Λd . Una tale equazione viene
detta una condizione lineare sulle curve di Λd .

Ad esempio imporre che una curva passi per un fissato punto P è una condizione
lineare. Poiché N iperpiani di PN (K) hanno sempre almeno un punto in comune,

esiste sempre almeno una curva di grado d che soddisfi fino a N = d(d + 3)
2

condizioni lineari.
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In particolare, poiché dimΛ2 = 5, per cinque punti di P2(K) passa sempre
almeno una conica. Più precisamente, se i cinque punti sono a 4 a 4 non allineati,
allora per i cinque punti passa una e una sola conica. Infatti osserviamo che se C1
e C2 sono due coniche distinte di P2(K) senza componenti comuni, allora per il
Teorema di Bézout (cfr. Teorema 1.9.2 o Teorema 1.9.3) C1 e C2 hanno al più 4 punti
distinti in comune. Se invece C1 e C2 hanno una componente irriducibile comune
(e in particolare sono entrambe degeneri), allora esse hanno in comune una retta e
un punto non appartenente alla retta. Di conseguenza, due coniche possono avere
cinque punti in comune a 4 a 4 non allineati solo se sono la stessa conica; dunque il
sistema delle coniche passanti per 4 punti non allineati è un fascio. Se i cinque punti
verificano la condizione più restrittiva di essere a 3 a 3 non allineati, allora l’unica
conica passante per essi è necessariamente non degenere.

Imporre che un punto P sia di molteplicità almeno r ≥ 1 per una curva di Λd

equivale a imporre che tutte le derivate di ordine r− 1 di un polinomio che definisce

la curva si annullino in P. Ciò corrisponde dunque a imporre
r(r + 1)

2 condizioni
lineari.

Naturalmente imponendo k condizioni lineari in generale si ottiene un sistema
lineare di dimensione maggiore o uguale a N − k; la dimensione è esattamente
N − k solo se le condizioni lineari imposte sono indipendenti. Ad esempio il sistema
lineare delle coniche proiettive che passano per 4 punti allineati su una retta r è
costituito dalle coniche riducibili formate dalla retta r e da un’altra retta; tale insieme
è in corrispondenza biunivoca con lo spazio di tutte le rette del piano proiettivo e
costituisce un sistema lineare di dimensione 2 (cfr. Esercizio 3.44).

Altri esempi di condizioni lineari si ottengono imponendo condizioni di tangenza
in punti fissati alle curve di Λd . Ad esempio se r è una retta di equazione tRX = 0
e P ∈ r, una curva C di Λd di equazione F(X ) = 0 è tangente a r in P se e solo se
i vettori R = (r0, r1, r2) e (Fx0(P),Fx1(P),Fx2(P)) sono proporzionali, ossia se e
solo se la matrice

M =
(

r0 r1 r2
Fx0(P) Fx1(P) Fx2(P)

)
ha rango 1. Ciò equivale all’annullarsi dei determinanti di due sottomatrici 2×2 diM ,
e quindi a due condizioni lineari indipendenti (cfr. Esercizio 3.43). Osserviamo che se
M ha rango 1 e quindi esiste k ∈ K tale che (Fx0(P),Fx1(P),Fx2(P)) = k(r0, r1, r2),
automaticamente C passa per il punto P = [p 0, p 1, p 2] in quanto

(deg F)F(P) = p0Fx0(P) + p 1Fx1(P) + p 2Fx2(P) = k(p 0r0 + p 1r1 + p2r2) = 0.

Un caso in cui le due condizioni lineari sono soddisfatte è quando la seconda riga di
M è nulla, ossia C è singolare in P, conformemente al fatto che ogni retta passante
per un punto singolare di una curva è tangente alla curva in quel punto.
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1.9.7
Fasci di coniche

Un fascio di coniche è un sistema lineare di coniche di dimensione 1. Se C1 = [F1] e
C2 = [F2] sono due coniche distinte del fascio, le coniche del fascio hanno equazione
λF1 + μF2 = 0 al variare di [λ,μ] in P1(K). Se F1(X ) = tXA1X e F2(X ) = tXA2X
con A1,A2 matrici 3×3 simmetriche, la generica conica Cλ,μ del fascio ha equazione
tX (λA1 + μA2)X = 0.

La conica Cλ,μ è degenere se e solo se D(λ,μ) = det(λA1 +μA2) = 0; pertanto
se il polinomio omogeneo di terzo grado D(λ,μ) non è nullo, il fascio contiene
almeno una e al più tre coniche degeneri. Se invece D(λ,μ) è il polinomio nullo,
allora tutte le coniche del fascio sono degeneri; ciò accade ad esempio quando le
coniche del fascio sono costituite da una retta fissata e da una retta variabile passante
per un punto fissato.

Esistono peraltro fasci in cui tutte le coniche sono degeneri senza che esista una
componente comune a tutte le coniche del fascio: basti pensare ad esempio al fascio
generato da x 2

0 = 0 e da x2
1 = 0.

Ricordiamo che i punti base di un fascio, ossia i punti comuni a tutte le coniche del
fascio, possono essere determinati intersecando due qualsiasi coniche distinte C1, C2
del fascio. Poiché ogni fascio contiene almeno una conica degenere, possiamo sup-
porre che una delle due coniche generatrici del fascio sia degenere, e quindi spezzata
in due rette, il che rende più agevole il calcolo dei punti di intersezione fra C1 e C2.

Ad esempio, consideriamo il fascio delle coniche passanti per 4 punti non allineati
(cfr. 1.9.6): se i 4 punti sono in posizione generale, allora l’insieme dei punti base
del fascio è formato esattamente dai 4 punti; se 3 dei 4 punti appartengono ad una
retta r, allora l’insieme dei punti base è l’unione della retta r e del quarto punto non
giacente su r (in particolare è un insieme infinito).

Come osservato sopra, è possibile che il luogo dei punti base di un fascio sia
un insieme infinito (in presenza di una componente comune a tutte le coniche del
fascio) e in tal caso tutte le coniche del fascio sono degeneri. Se il fascio contiene
almeno una conica non degenere, allora l’insieme dei punti base è finito.

Descriviamo adesso i tipi di fasci di coniche contenenti almeno una conica non
degenere: sia F un tale fascio e siano C1 e C2 due coniche distinte di F , con C1
degenere.

Se K = C, le coniche C1 e C2 si intersecano in 4 punti non necessariamente
distinti. Conveniamo di denotare la quaterna dei punti di intersezione delle due co-
niche ripetendo ciascun punto P tante volte quanto vale I(C1, C2,P). A seconda del
numero di punti base distinti e della loro molteplicità, otteniamo quindi i seguenti
tipi di fasci contenenti almeno una conica non degenere:

(a) C1∩C2 = {A,B,C,D}: i puntiA,B,C,D risultano in posizione generale; il fascio
contiene 3 coniche degeneri, che sono L(A,B) + L(C,D), L(A,C) + L(B,D) e
L(A,D) + L(B,C);

(b) C1 ∩ C2 = {A,A,B,C}: in questo caso i punti A,B,C non sono allineati; C1
e C2 (e quindi tutte le coniche del fascio) sono tangenti in A ad una retta tA
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che non contiene né B né C; il fascio contiene 2 coniche degeneri, che sono
L(A,B) + L(A,C) e tA + L(B,C) (si veda anche l’Esercizio 4.2);

(c) C1∩C2 = {A,A,B,B}: tutte le coniche del fascio sono tangenti in A ad una retta
tA non passante per B e in B ad una retta tB non passante per A; il fascio contiene
2 coniche degeneri, che sono tA + tB e 2L(A,B) (si veda anche l’Esercizio 4.6);

(d) C1∩C2 = {A,A,A,B}: in questo caso C1 e C2 si intersecano inA conmolteplicità
di intersezione 3 e sono tangenti in A ad una retta tA non passante per B; il fascio
contiene una sola conica degenere, e cioè tA + L(A,B);

(e) C1 ∩ C2 = {A,A,A,A}: questo caso si presenta quando C1 e C2 si intersecano
in A con molteplicità di intersezione 4 e sono tangenti ad una retta tA ; il fascio
contiene una sola conica degenere, anzi doppiamente degenere: 2tA .

SeK = R, è possibile che i punti di intersezione fra le coniche C1 e C2, pur contati
con molteplicità, siano meno di quattro e magari nessuno (si pensi ad esempio alle
coniche di equazioni x2 + y2 = 1 e x2 − 4 = 0). Un altro caso in cui si non hanno
punti base è quando C1 è una conica con supporto ridotto ad un punto P (ciò avviene
quando C1 è irriducibile e (C1)C ha come componenti irriducibili due rette complesse
coniugate incidenti in P) e C2 non passa per P.

D’altra parte le complessificate (C1)C e (C2)C si intersecano comunque in quattro
punti, non necessariamente distinti, che risultano punti base complessi di F . Poiché
(C1)C e (C2)C sono curve reali, se A = [a0, a1, a2] è un punto base complesso del
fascio, allora anche il punto σ(A) = [a0, a1, a2] è un punto base. A tale proposito
osserviamo che la retta L(A,σ(A)) ammette un’equazione a coefficienti reali, cioè
è una retta reale. Se invece B e C sono punti qualsiasi di P2(C) (e quindi in generale
L(B,C) non ammette un’equazione reale), un’equazione della retta L(σ(B),σ(C))
si ottiene da un’equazione di L(B,C) coniugandone i coefficienti; di conseguenza la
conica L(B,C) + L(σ(B),σ(C)) è una conica reale.

Pertanto nel caso reale, oltre ai cinque tipi di fasci contenenti almeno una conica
non degenere elencati sopra, esistono anche i seguenti ulteriori tipi:

(f) (C1)C ∩ (C2)C = {A,σ(A),B,C} dove A 
= σ(A) e B,C sono punti reali: il
fascio F ha due punti base reali distinti e contiene una sola conica degenere e
cioè L(A,σ(A)) + L(B,C);

(g) (C1)C ∩ (C2)C = {A,σ(A),B,B} dove A 
= σ(A) e B è un punto reale: il fascio
ha un solo punto base reale, C1 e C2 (e quindi tutte le coniche del fascio) sono
tangenti in B ad una retta reale tB; il fascio contiene due coniche degeneri e cioè
L(A,B) + L(σ(A),B) e L(A,σ(A)) + tB;

(h) (C1)C∩(C2)C = {A,σ(A),B,σ(B)} doveA 
= σ(A) eB 
= σ(B) : il fascio non ha
punti base reali e contiene tre coniche degeneri; una di esse, e cioè L(A,σ(A))+
L(B,σ(B)), è una coppia di rette; le altre due, e cioè L(A,σ(B)) + L(σ(A),B)
e L(A,B) + L(σ(A),σ(B)), sono coniche aventi come supporto un solo punto
ciascuna;

(i) (C1)C ∩ (C2)C = {A,σ(A),A,σ(A)} dove A 
= σ(A): tutte le complessificate
delle coniche del fascio sono tangenti in A e σ(A) rispettivamente a due rette
complesse coniugate tA e tσ(A); il fascio contiene due coniche degeneri, che sono
tA + tσ(A) e 2L(A,σ(A)).



Esercizi sugli spazi proiettivi 2

Punti chiave

>>>>>>>>> Spazi e sottospazi proiettivi
>>>>>>>>> Riferimenti proiettivi e coordinate omogenee
>>>>>>>>> Trasformazioni proiettive, proiettività
>>>>>>>>> Sistemi lineari di iperpiani e dualità
>>>>>>>>> La retta proiettiva
>>>>>>>>> Birapporto

Assunzione: In tutto il capitolo con il simboloK indicheremounqualsiasi sottocampo
di C.

Esercizio 2.1

Si mostri che i punti del piano proiettivo reale[
1
2
, 1, 1

]
,

[
1,

1
3
,
4
3

]
, [2,−1, 2]

sono allineati, e si determini un’equazione della retta che li contiene.

Soluzione Poiché i punti
[
1
2 , 1, 1

]
,
[
1, 13 ,

4
3

]
sono distinti, il punto [x0, x1, x2]

giace sulla retta che li contiene se e solo se i vettori (1, 2, 2), (3, 1, 4), (x0, x1, x2)
sono linearmente dipendenti, ovvero se e solo se

0 = det

⎛⎝ 1 3 x0

2 1 x1

2 4 x2

⎞⎠ = 6x0 + 2x1 − 5x2.

Fortuna E., Frigerio R., Pardini R.: Geometria proiettiva. Problemi risolti e richiami di teoria.
© Springer-Verlag Italia 2011



62 2. Esercizi sugli spazi proiettivi

La retta passante per
[
1
2 , 1, 1

]
,
[
1, 13 ,

4
3

]
ha dunque equazione 6x0 +2x1−5x2 = 0,

e tale equazione è verificata da [2,−1, 2].

Esercizio 2.2

Si determinino i valori di a ∈ C per cui le rette di P2(C) aventi equazioni

ax1 − x2 + 3ix0 = 0, −iax0 + x1 − ix2 = 0, 3ix2 + 5x0 + x1 = 0

sono concorrenti.

Soluzione 1 Posto

A =

⎛⎝ 3i a −1
−ia 1 −i
5 1 3i

⎞⎠ ,

le rette considerate sono concorrenti se e solo se il sistema lineare omogeneo che ha
A quale matrice dei coefficienti ammette una soluzione non nulla, ovvero se e solo
se 0 = det A = −3a2 − 4ia − 7, ovvero se e solo se a = i oppure a = −7

3 i.

Soluzione 2 Tramite la corrispondenza di dualità (cfr. 1.4.2), le rette date indivi-
duano tre punti dello spazio P2(C)∗, le cui coordinate rispetto al riferimento indotto
dalla base duale standard di (C2)∗ sono date da [3i, a,−1], [−ia, 1,−i], [5, 1, 3i]. Una
facile applicazione del Principio di dualità mostra che tali punti sono allineati se e
solo se le rette date sono concorrenti. Come visto nella soluzione dell’Esercizio 2.1,
infine, i punti [3i, a,−1], [−ia, 1,−i], [5, 1, 3i] sono allineati se e solo se la matrice
A sopra introdotta ha determinante nullo.

Esercizio 2.3

Si considerino in P3(R) i punti

P1 = [1, 0, 1, 2], P2 = [0, 1, 1, 1], P3 = [2, 1, 2, 2], P4 = [1, 1, 2, 3].

(a) Si dica se P1,P2,P3,P4 sono in posizione generale.
(b) Si calcoli la dimensione del sottospazio generato da P1,P2,P3,P4 e se ne

determinino equazioni cartesiane.
(c) Si completi, se possibile, l’insieme {P1,P2,P3} ad un riferimento proiettivo di

P3(R).

Soluzione (a) Siano v1 = (1, 0, 1, 2), v2 = (0, 1, 1, 1), v3 = (2, 1, 2, 2), v4 =
(1, 1, 2, 3) vettori di R4 tali che Pi = [vi] per ogni i, e sia

A =

⎛⎜⎜⎝
1 0 2 1
0 1 1 1
1 1 2 2
2 1 2 3

⎞⎟⎟⎠ .
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Si verifica facilmente che il determinante di A è nullo, per cui v1, v2, v3, v4 sono
linearmente dipendenti, e dunque P1,P2,P3,P4 non sono in posizione generale.

(b) Il determinante del minore individuato dalle prime tre righe e dalle prime tre
colonne di A è uguale a−1, per cui v1, v2, v3 sono linearmente indipendenti. Dunque
per il punto (a) il sottospazio vettoriale generato da v1, . . . , v4 ha dimensione 3,
per cui si ha L(P1,P2,P3,P4) = L(P1,P2,P3) e dim L(P1,P2,P3,P4) = 2. Inoltre,
ragionando come nella soluzione dell’Esercizio 2.1 si ottiene perL(P1,P2,P3,P4) =
L(P1,P2,P3) l’equazione cartesiana

0 = det

⎛⎜⎜⎝
1 0 2 x0

0 1 1 x1

1 1 2 x2

2 1 2 x3

⎞⎟⎟⎠ = −x0 − 2x1 + 3x2 − x3.

(c) Per quanto visto nella soluzione di (b), la matrice ottenuta sostituendo all’ul-
tima colonna di A il vettore (0, 0, 0, 1) ha determinante −1, per cui i vettori v1, v2,
v3, (0, 0, 0, 1) individuano una base di R4. Il riferimento proiettivo associato a tale
base è dato dai punti P1, P2, P3, [0, 0, 0, 1], [3, 2, 4, 6]. Tale quintupla di punti estende
pertanto P1,P2,P3 ad un riferimento proiettivo di P3(R).

Esercizio 2.4

Sia l ⊂ P2(K) la retta di equazione x0 + x1 = 0, si ponga U = P2(K) \ l e siano
α,β : U → K2 definite da

α([x0, x1, x2]) =
(

x1

x0 + x1
,

x2

x0 + x1

)
,

β([x0, x1, x2]) =
(

x0

x0 + x1
,

x2

x0 + x1

)
.

Si calcoli α ◦ β−1, e si verifichi che tale mappa è un’affinità.

Soluzione Cerchiamo innanzi tutto di determinare β−1. Sia β([x0, x1, x2]) =
(u, v). Poiché x0 + x1 
= 0 su U, possiamo supporre x0 + x1 = 1, ottenendo cosı̀

u =
x0

x0 + x1
= x0, v =

x2

x0 + x1
= x2, x1 = 1− x0 = 1− u.

Si ha perciò β−1(u, v) = [u, 1− u, v], per cui α(β−1(u, v)) = (1− u, v), e α ◦ β−1

è chiaramente un’affinità.

Esercizio 2.5

Per i = 0, 1, 2, sia j i : K2 → Ui ⊆ P2(K) l’applicazione introdotta in 1.3.8.

(a) Si determinino due rette proiettive distinte r, s ⊂ P2(K) tali che j−1
i (r ∩ Ui),

j−1
i (s ∩ Ui) siano rette parallele per i = 1, 2.
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(b) Esistono rette proiettive r, s ⊂ P2(K) distinte tali che per ogni i = 0, 1, 2 le rette
affini j−1

i (r ∩ Ui), j −1
i (s ∩ Ui) siano parallele?

Soluzione Data una retta proiettiva r ⊂ P2(K) l’insieme j−1
i (r ∩ Ui) è una retta

affine se e solo se r non coincide con la retta di equazione xi = 0. Inoltre, date due
rette proiettive r, s distinte da {x i = 0}, le rette affini j−1

i (r ∩Ui), j−1
i (s ∩Ui) sono

parallele se e solo se il punto s ∩ r appartiene alla retta di equazione xi = 0. Ne
segue che qualsiasi coppia di rette diverse da {x1 = 0} e da {x2 = 0} e distinte tra
loro che si intersechino in [1, 0, 0] soddisfano le richieste descritte al punto (a): per
esempio, si può porre r = {x1 + x2 = 0}, s = {x1 − x2 = 0}.

Inoltre, poiché in P2(K) si ha {x0 = 0} ∩ {x1 = 0} ∩ {x2 = 0} = ∅, non
esistono rette proiettive che verifichino le richieste descritte in (b).

Esercizio 2.6

Siano A,B,C,D punti di P2(K) in posizione generale e siano

P = L(A,B) ∩ L(C,D), Q = L(A,C) ∩ L(B,D), R = L(A,D) ∩ L(B,C).

Si mostri che P,Q,R non sono allineati.

Soluzione Poiché A,B,C,D sono in posizione generale, è possibile scegliere un
sistema di coordinate omogenee in P2(K) in cui

A = [1, 0, 0], B = [0, 1, 0], C = [0, 0, 1], D = [1, 1, 1].

Con facili calcoli si trova che

P = [1, 1, 0], Q = [1, 0, 1], R = [0, 1, 1].

Poiché det

⎛⎝ 1 0 1
1 1 0
0 1 1

⎞⎠ 
= 0, i punti P,Q,R non sono allineati.

Esercizio 2.7

SiaR = {P0, . . . ,Pn+1} un sistema di riferimento dello spazio proiettivo P(V) e sia
0 ≤ k < n + 1. Siano S = L(P0,P1, . . . ,Pk), S′ = L(Pk+1, . . . ,Pn+1).

(a) Si dimostri che esiste W ∈ P(V) tale che S ∩ S′ = {W}.
(b) Si dimostri che {P0, . . . ,Pk ,W} è un sistema di riferimento proiettivo di S, e che

{Pk+1, . . . ,Pn+1,W} è un sistema di riferimento proiettivo di S′.

Soluzione (a) Per definizione di sistema di riferimento proiettivo, si ha dim S = k,
dim S′ = n − k, e dim L(S, S′) = n, per cui dalla formula di Grassmann si ottiene
dim(S ∩ S′) = dim S + dim S′ − dim L(S, S′) = 0, da cui segue (a).
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(b) Allo scopo di dimostrare che {P0, . . . ,Pk ,W} è un sistema di riferimento
proiettivo di S è sufficiente provare che, per ogni sottoinsieme A ⊆ {P0, . . . ,Pk ,W}
formato da k + 1 punti, dim L(A) = k (e dunque L(A) = S).

Sia A un tale sottoinsieme. Se W 
∈ A, allora dim L(A) = k in quanto i punti di
R sono in posizione generale. Supponiamo ora W ∈ A. Poiché i punti di R sono in
posizione generale, si ha

dim L((A \ {W}) ∪ S′) = dim L((A \ {W}) ∪ {Pk+1, . . . ,Pn+1}) = n,
dim L(A \ {W}) = k − 1,

da cui, essendo dim S′ = n − k, si ottiene

dim(L(A \ {W}) ∩ S′) = (k − 1) + (n − k)− n = −1,

ovvero L(A \ {W}) ∩ S′ = ∅. Poiché W ∈ S′, si ha allora W 
∈ L(A \ {W}), da cui
segue dim L(A) = dim L(A \ {W})+ 1 = k. Dunque {P0, . . . ,Pk ,W} è un sistema
di riferimento proiettivo di S. Analogamente si mostra che {Pk+1, . . . ,Pn+1,W} è
un sistema di riferimento proiettivo di S′.

Esercizio 2.8

Siano r, r′ ⊂ P3(K) rette sghembe e sia P ∈ P3(K) \ (r ∪ r ′). Si dimostri che
esiste un’unica retta l ⊂ P3(K) che contiene P e che interseca sia r sia r′. Si
determinino equazioni cartesiane per l nel caso in cui K = R, r abbia equazioni
x0 − x2 + 2x3 = 2x0 + x1 = 0, r′ abbia equazioni 2x1 − 3x2 + x3 = x0 + x3 = 0
e sia P = [0, 1, 0, 1].

Soluzione Siano S = L(r,P), S′ = L(r ′,P). Una semplice applicazione della
formula di Grassmann mostra che dim S = dim S′ = 2. Inoltre, S 
= S′ in quanto
altrimenti r, r ′ sarebbero complanari, dunque incidenti. Ne segue che dim(S∩S′) <
2. D’altro canto, dim(S∩S′) = dim S +dim S′−dim L(S, S′) ≥ 2+2−3 = 1, per
cui l = S ∩ S′ è una retta. Poiché l ed r (risp. r ′) giacciono entrambe su S (risp. S′),
si ha l ∩ r 
= ∅ (risp. l ∩ r′ 
= ∅). Dunque l verifica le proprietà richieste.

Sia ora l′ una qualsiasi retta di P3(K) che contenga P e che intersechi sia r sia
r ′. Si ha allora l′ ⊆ L(r,P) = S, l′ ⊆ L(r′,P) = S′, per cui l′ ⊆ S ∩ S′ = l, e l′ = l
in quanto dim l′ = dim l.

Si consideri ora il caso numerico sopra descritto. Il fascio di piani di centro r ha
equazioni parametriche

λ(x0 − x2 + 2x3) + μ(2x0 + x1) = 0, [λ,μ] ∈ P1(R).

Imponendo il passaggio per P si ottiene 2λ+μ = 0, per cui S ha equazione−3x0−
2x1−x2 +2x3 = 0. Procedendo analogamente, si ottiene per S′ l’equazione−3x0 +
2x1 − 3x2 − 2x3 = 0. Le equazioni di l si ottengono semplicemente mettendo a
sistema l’equazione di S e l’equazione di S′.
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Esercizio 2.9

Siano W1,W2,W3 piani di P4(K) tali che Wi ∩Wj è un punto per ogni i 
= j , e che
W1 ∩W2 ∩W3 = ∅. Si mostri che esiste un unico piano W0 tale che per i = 1, 2, 3
l’insieme W0 ∩Wi sia una retta proiettiva.

Soluzione Per i 
= yj sia Pij = Wi ∩Wj , e si ponga W0 = L(P12,P13,P23) (si
ha perciò naturalmente Pij = Pj i per ogni i 
= j ). Se P12,P13,P23 non fossero tutti
distinti tra loro, si avrebbe W1∩W2∩W3 
= ∅, mentre se P12, P13,P23 fossero distinti
e giacessero su una retta, tale retta sarebbe contenuta in ogni Wi. Poiché entrambe
queste possibilità sono escluse per ipotesi, P12,P13,P23 sono distinti e non allineati,
per cui W0 è un piano. Inoltre, per costruzione W0 ∩Wi contiene la retta L(Pij ,Pik),
{i, j , k} = {1, 2, 3}. D’altro canto, se fosse dim(W0∩Wi) > 1, si avrebbe W0 = Wi,
per cui Wi ∩Wj = W0 ∩Wj conterrebbe una retta per ogni j 
= i, contro le ipotesi.
Dunque W0 ∩Wi è una retta per ogni i = 1, 2, 3.

Sia ora W′
0 un piano che verifica le richieste, e per ogni i = 1, 2, 3 sia li la retta

proiettiva W′
0∩Wi. Allora Wi∩Wj ∩W′

0 = (Wi∩W′
0)∩ (Wj ∩W′

0) = li∩ lj 
= ∅ (le
rette li, lj giacciono su W′

0, dunque non possono essere disgiunte!), per cui Pij ∈ W′
0

per ogni i, j = 1, 2, 3, e W0 ⊆ W′
0. Poiché dim W ′

0 = dim W0 si ha allora W′
0 = W0.

Esercizio 2.10

Siano r1, r2, r3 rette di P4(K) a due a due sghembe e non tutte contenute in un
iperpiano. Si dimostri che esiste un’unica retta che interseca sia r1, sia r2, sia r3.

Soluzione 1 Dati i, j ∈ {1, 2, 3}, i 
= j , sia Vij = L(ri, rj ). Sfruttando la formula
diGrassmann, è facile verificare chedim Vij = 3 per ogni i, j . Poiché le rette r1, r2, r3
non sono contenute in un iperpiano, si ha L(V12 ∪ V13) = L(r1, r2, r3) = P4(K),
per cui, ancora sfruttando la formula di Grassmann, si ha dim(V12 ∩ V13) = 2. Se
poi fosse V12∩V13 ⊆ V23, la retta r1 sarebbe contenuta in V23, il che contraddirebbe
l’ipotesi che r1, r2, r3 non siano contenute in un iperpiano. Ne segue che l = V12 ∩
V13 ∩ V23 ha dimensione 1, ed è pertanto una retta proiettiva.

Verifichiamo ora che l interseca ri per ogni i = 1, 2, 3, e che l è l’unica retta di
P4(K) con questa proprietà. Se {i, j , k} = {1, 2, 3}, per costruzione l giace sul piano
Vij ∩ Vik , che contiene anche ri. Poiché due rette proiettive che giacciano su uno
stesso piano si intersecano sempre, ne segue che l ∩ ri 
= ∅. Inoltre, se s è una retta
che verifica le richieste, allora si vede facilmente che s ⊆ Vij per ogni i, j ∈ {1, 2, 3},
per cui s ⊆ l. Essendo dim s = dim l = 1, se ne deduce s = l.

Soluzione 2 Mostriamo come l’enunciato dell’Esercizio 2.10 possa essere dedotto
da quello dell’Esercizio 2.8.

Se V23 = L(r2, r3), sfruttando la formula di Grassmann è facile verificare che
dim V23 = 3. Inoltre, poiché r1, r2, r3 non sono contenute in un iperpiano, r1 non
è contenuta in V23, e da ciò si deduce facilmente che r1 ∩ V23 = {P} per qualche
P ∈ P4(K). Per quanto visto nell’Esercizio 2.8, esiste un’unica retta l ⊆ V23 che
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intersechi r2 e r3 e passi per P. Tale retta è dunque incidente r1, r2 e r3. Inoltre,
qualsiasi retta che intersechi sia r2 sia r3 deve essere contenuta in V23, e può pertanto
intersecare r1 solo in P. Ne segue che l è l’unica retta di P4(K) che verifichi le
condizioni richieste.

Nota. Non è difficile verificare che dualizzando l’enunciato del testo si ottiene la
seguente proposizione:

Siano H 1,H 2,H 3 piani di P4(K) tali che L(Hi,Hj ) = P4(K) per ogni i 
= j , e che
H 1 ∩ H 2 ∩ H 3 = ∅. Allora, esiste un unico piano H 0 tale che L(H 0,Hi) 
= P4(K)
per i = 1, 2, 3.

D’altronde, una semplice applicazione della formula di Grassmann mostra che se
S, S′ sono piani distinti di P4(K), allora L(S, S′) 
= P4(K) se e solo se S ∩ S′ è una
retta, mentre L(S, S′) = P4(K) se e solo se S ∩ S′ consta di un punto. Ne segue che
gli enunciati dell’Esercizio 2.10 e dell’Esercizio 2.9 sono equivalenti.

Esercizio 2.11

Siano r e s rette distinte di P3(K) e sia f una proiettività di P3(K) tale che l’insieme
dei punti fissi di f coincida con r ∪ s. Per ogni P ∈ P3(K) \ (r ∪ s) si denoti con lP

la retta congiungente P e f (P). Si provi che, per ogni P ∈ P3(K) \ (r ∪ s), la retta
lP interseca sia r che s.

Soluzione Ricordiamo innanzi tutto che le rette r e s sono sghembe (cfr. 1.2.5).
Dato P ∈ P3(K) \ (r ∪ s), quanto mostrato nell’Esercizio 2.8 assicura perciò l’e-
sistenza di una retta tP passante per P che intersechi sia r sia s. Mostriamo ora che
tP = lP, da cui segue immediatamente la tesi.

Siano A,B i punti di intersezione di tP rispettivamente con r, s. Si ha allora
f (P) ∈ f (L(A,B)) = L(f (A), f (B)) = L(A,B) = tP. Dunque tP contiene sia P sia
f (P), e coincide pertanto con lP.

Esercizio 2.12 (Teorema di Desargues)

Sia P(V) un piano proiettivo e siano A1,A2,A3,B1,B2,B3 punti distinti di P(V) a tre
a tre non allineati. Consideriamo i triangoli T 1 e T 2 diP(V) di vertici rispettivamente
A1,A2,A3 e B1,B2,B3 e diciamo che T 1 e T 2 sono in prospettiva se esiste un punto
O del piano, detto il “centro di prospettiva”, distinto dagli Ai e dai Bi, tale che tutte
le rette L(Ai,Bi) passino per O.

Si mostri che T 1 e T 2 sono in prospettiva se e solo se i punti P1 = L(A2,A3) ∩
L(B2,B3), P2 = L(A3,A1)∩ L(B3,B1) e P3 = L(A1,A2)∩ L(B1,B2) sono allineati
(cfr. Fig. 2.1).

Soluzione È facile verificare che i punti P1,P2,P3 sono distinti tra loro e distinti
dai vertici di T 1 e T 2 e che i punti A1,B1,P3,P2 sono un riferimento proiettivo di
P(V). Il punto A2 appartiene alla retta L(A1,P3), e quindi ha coordinate [1, 0, a2],
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B1

B3

A1

O

B2

P3

P2

P1

A3
A2

Figura 2.1. La configurazione descritta dal Teorema di Desargues

dove a2 
= 0, dato cheA1 eA2 sono distinti. Ragionando allo stessomodo, otteniamo:

A3 = [a3, 1, 1], B2 = [0, 1, b2], B3 = [1, b3, 1],

dove a3, b2, b3 ∈ K con b2 
= 0, a3 
= 1 e b3 
= 1.
Poniamo P′1 = L(A2,A3) ∩ L(P2,P3) e P′′1 = L(B2,B3) ∩ L(P2,P3). È chiaro

che i punti P1,P2,P3 sono allineati se e solo se P′1 = P′′1 (e in tal caso si ha P1 =
P′1 = P′′1 ). Le rette L(A2,A3) e L(B2,B3) hanno equazione, rispettivamente, a2x0 +
(1 − a2a3)x1 − x2 = 0 e (1 − b2b3)x0 + b2x1 − x2 = 0. Quindi P′1 ha coordinate
[1, 1, 1 − a2a3 + a2] e P′′1 ha coordinate [1, 1, 1 − b2b3 + b2]. Pertanto, per quanto
osservato precedentemente, P1,P2 e P3 sono allineati se e solo se vale:

a2(1− a3) = b2(1− b3). (2.1)

Esaminiamo ora la condizione che T1 e T 2 siano in prospettiva. La retta L(A1,B1)
ha equazione x2 = 0, la retta L(A2,B2) ha equazione a2x0 + b2x1 − x2 = 0 e la
retta L(A3,B3) ha equazione (1− b3)x0 + (1− a3)x1 + (a3b3 − 1)x2 = 0. Queste
tre rette sono concorrenti in un punto se e solo se i corrispondenti punti del piano
proiettivo duale sono allineati, cioè se e solo se vale:

det

⎛⎝ 0 0 1
a2 b2 −1

1− b3 1− a3 a3b3 − 1

⎞⎠ = 0. (2.2)

Osserviamo che, se questa condizione è verificata, il punto O comune alle tre rette
(il centro di prospettiva) ha coordinate [b2,−a2, 0] ed è quindi distinto dai vertici di
T 1 e T 2, dato che a2 
= 0 e b2 
= 0.
Poiché le condizioni numeriche (2.1) e (2.2) sono chiaramente equivalenti, la tesi
dell’esercizio è dimostrata.
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Nota. La soluzione dell’esercizio qui proposta dimostra direttamente per via ana-
litica l’equivalenza delle due condizioni. Poiché, come già osservato in 1.4.4, l’e-
nunciato del teorema di Desargues è autoduale, è sufficiente provare una delle due
implicazioni perché poi l’altra segue per il Principio di dualità.

Esercizio 2.13 (Teorema di Pappo)

Sia P(V) un piano proiettivo e siano A1, . . . ,A6 punti distinti tali che le rette
L(A1,A2), L(A2,A3),. . . , L(A6,A1) siano distinte. Si consideri l’esagono di P(V)
di vertici A1, . . . ,A6, e si supponga che esistano due rette distinte r e s tali che
A1,A3,A5 ∈ r, A2,A4,A6 ∈ s e che O = r ∩ s sia distinto dagli Ai. Si dimo-
stri che i punti di intersezione dei lati opposti dell’esagono, cioè P1 = L(A1,A2) ∩
L(A4,A5), P2 = L(A2,A3)∩L(A5,A6) e P3 = L(A3,A4)∩L(A6,A1), sono allineati
(cfr. Fig. 2.2).

Soluzione Per ipotesi r = L(A1,A3) e s = L(A2,A4). Poiché r e s sono distinte
e il punto O = r ∩ s non è un vertice dell’esagono, i punti A1,A2,A3,A4 sono un
riferimento proiettivo. Nel corrispondente sistema di coordinate omogenee di P(V)
la retta r ha equazione x1 = 0, la retta s ha equazione x0 − x2 = 0 e il punto
O ha coordinate [1, 0, 1]. Il punto A5 sta sulla retta r e è distinto da O, da A1 e
da A2, quindi ha coordinate [1, 0, a], dove a ∈ K \ {0, 1}. Analogamente, il punto
A6 ha coordinate [1, b, 1], con b ∈ K \ {0, 1}. La retta L(A1,A2) ha equazione
x2 = 0 e la retta L(A4,A5) ha equazione ax0 + (1− a)x1 − x2 = 0, quindi il punto
P1 = L(A1,A2)∩ L(A4,A5) ha coordinate [a− 1, a, 0]. Allo stesso modo si verifica
che P2 ha coordinate [0, b, 1−a] e P3 ha coordinate [b, b, 1]. I punti P1, P2 e P3 sono
allineati, dato che

det

⎛⎝ a − 1 a 0
0 b 1− a
b b 1

⎞⎠ = 0.

A5

A3

A2
A4

P3

s

A1

r

P2

P1

A6

Figura 2.2. La configurazione descritta dal Teorema di Pappo
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Esercizio 2.14

Siano A,A′,B,B′ quattro punti distinti di P2(K) non tutti allineati. Si dimostri che
A,A′,B,B′ sono in posizione generale se e solo se esiste una proiettività f : P2(K) →
P2(K) tale che f (A) = B, f (A′) = B′, f 2 = Id.

Soluzione Supponiamo che una proiettività f con le proprietà descritte nel testo
esista, e osserviamo innanzi tutto che si ha allora f (B) = f (f (A)) = A, f (B′) =
f (f (A′)) = A′. In particolare le retteL(A,B) eL(A′,B′) sono invarianti per f . Inoltre,
poiché A,A′,B,B′ non sono tutti allineati, le rette L(A,B) e L(A′,B′) sono distinte
e si intersecano pertanto in un punto O tale che f (O) = f (L(A,B) ∩ L(A′,B′)) =
L(A,B) ∩ L(A′,B′) = O. È immediato verificare che se A,A′,B,B′ non fossero in
posizione generale si avrebbe O ∈ {A,A′,B,B′}, e ciò è assurdo in quanto nessun
punto in {A,A′,B,B′} è lasciato fisso da f . Abbiamo cosı̀ dimostrato che A,A′,B,B′

sono in posizione generale, come voluto.
Mostriamo ora che vale anche il viceversa. Supponiamo perciò che i punti

A,A′,B,B′ siano in posizione generale. Il Teorema fondamentale delle trasformazio-
ni proiettive assicura allora l’esistenza (e l’unicità) di una proiettività f : P2(K) →
P2(K) tale che f (A) = B, f (A′) = B′, f (B) = A, f (B′) = A′. Per costruzione, f 2

e l’identità di P2(K) coincidono su A,A′,B,B′, e sono pertanto uguali, ancora per il
Teorema fondamentale delle trasformazioni proiettive. Dunque f verifica le proprietà
richieste. Notiamo peraltro che una qualsiasi proiettività che verifichi le condizioni
descritte nel testo deve coincidere con f su A,A′,B,B′, per cui f è univocamente
determinata.

Esercizio 2.15

Si determini una proiettività f : P2(R) → P2(R) con le seguenti proprietà: se P =
[1, 2, 1], Q = [1, 1, 1] e r, r′, s, s′ sono le rette di equazione rispettivamente

r : x0 − x1 = 0, r ′ : x0 + x1 = 0,
s : x0 + x1 + x2 = 0, s′ : x1 + x2 = 0,

allora f (r) = r′, f (s) = s′, f (P) = Q. Si dica inoltre se esiste più di una proiettività
che verifichi le proprietà richieste.

Soluzione Osserviamo innanzi tutto che P 
∈ r ∪ s, Q 
∈ r ′ ∪ s′. Siano P1 =
r ∩ s = [1, 1,−2], Q1 = r′ ∩ s′ = [1,−1, 1] e scegliamo due punti P2,P3 distinti da
P rispettivamente su r, s: per esempio, poniamo P2 = [0, 0, 1], P3 = [−1, 1, 0]. Si
verifica facilmente che i punti P1,P2,P3,P sono in posizione generale.Analogamen-
te, se Q2 = [0, 0, 1], allora Q2 ∈ r′, e Q1,Q2,Q sono in posizione generale. Se Q3

è un qualsiasi punto di s′ diverso da Q1 e da s′ ∩ L(Q2,Q) = [1, 1,−1], le quaterne
{P1,P2,P3,P} e {Q1,Q2,Q3,Q} definiscono due riferimenti proiettivi di P2(R), ed
esiste pertanto un’unica proiettività f : P2(R) → P2(R) tale che f (Pi) = Qi per
ogni i = 1, 2, 3 e f (P) = Q. Poiché r = L(P1,P2), s = L(P1,P3), r ′ = L(Q1,Q2),
s′ = L(Q1,Q3), si ha inoltre f (r) = r′, f (s) = s′. Poiché la scelta di Q3 può essere
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effettuata in infiniti modi distinti, esiste pertanto un numero infinito di proiettività
che verificano le condizioni richieste.

Costruiamo esplicitamente f nel caso in cui Q3 = [1, 0, 0]. Una base norma-
lizzata associata al riferimento {P1,P2,P3,P} è data da {v1 = (3, 3,−6), v2 =
(0, 0, 8), v3 = (−1, 1, 0)}, mentre una base normalizzata associata al riferimento
{Q1,Q2,Q3,Q} è data da {w1 = (−1, 1,−1),w2 = (0, 0, 2),w3 = (2, 0, 0)}. Dun-
que f è indotta dall’unico isomorfismo lineare ϕ : R3 → R3 tale che ϕ(vi) = wi per
i = 1, 2, 3. Un semplice conto mostra che tale isomorfismo è dato, a meno di uno

scalare non nullo, dallamatrice

⎛⎝ 14 −10 0
−2 −2 0
−1 −1 −3

⎞⎠, per cui la funzione f richiesta

ha la seguente forma esplicita: f ([x 0, x1, x2]) = [14x0 − 10x1,−2x0 − 2x1,−x0 −
x1 − 3x2].

Esercizio 2.16

Siano r, s, r′, s′ rette di P2(K) tali che r 
= s, r′ 
= s′, e siano g : r → r′, h : s → s′

isomorfismi proiettivi. Si trovino condizioni necessarie e sufficienti affinché esista
una proiettività f di P2(K) tale che f |r = g e f |s = h. Nel caso in cui una tale f
esista, si mostri che è unica.

Soluzione Consideriamo i punti P = r ∩ s, P′ = r ′ ∩ s′ (tali punti esistono
e sono univocamente definiti in quanto r 
= s, r ′ 
= s′). Naturalmente, condizione
necessaria affinché la proiettività richiesta nel testo esista è che si abbia g(P) = h(P)
(ed in tal caso, si ha allora necessariamente g(P) = h(P) = P′). Mostriamo che tale
condizione è anche sufficiente.

Siano P1,P2 punti di r \ {P} distinti tra loro, Q1,Q2 punti di s \ {P} distinti tra
loro, e poniamo P′i = g(Pi), Q′i = h(Qi), i = 1, 2. È immediato verificare che le
quaterne R = {P1,P2,Q1,Q2}, R′ = {P′1,P′2,Q′1,Q′2} sono in posizione generale,
e definiscono pertanto due sistemi di riferimento proiettivi di P2(K). Esiste dunque
un’unica proiettività f : P2(K) → P2(K) tale che f (Pi) = P′i , f (Qi) = Q′i per
i = 1, 2. Mostriamo che tale proiettività verifica le condizioni richieste nel testo.

Si ha f (r) = f (L(P1,P2)) = L(P′1,P
′
2) = r′, ed analogamente f (s) = s′. Ne

segue che f (P) = f (r ∩ s) = r′ ∩ s′ = P′. Dunque, le trasformazioni proiettive
f |r e g coincidono su tre punti distinti di r, e coincidono pertanto sull’intera retta r.
Analogamente si dimostra che f |s = h.

Infine, l’unicità di f è un’immediata conseguenza del Teorema fondamentale
delle trasformazioni proiettive: una qualsiasi proiettività che verifichi le condizioni
richieste deve coincidere con f su R, e deve pertanto coincidere con f su tutto
P2(K).
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Esercizio 2.17

Siano S, S′ piani di P3(K) e r, r′ rette di P3(K) tali che L(r, S) = L(r′, S′) = P3(K),
e siano dati isomorfismi proiettivi g : S → S′, h : r → r′. Si trovino condizioni
necessarie e sufficienti affinché esista una proiettività f di P3(K) tale che f |S = g e
f |r = h. Nel caso in cui una tale f esista, si mostri che è unica.

Soluzione Una semplice applicazione della formula di Grassmann mostra che
esistono punti P,P′ ∈ P3(K) tali che r ∩ S = {P}, r ′ ∩ S′ = {P′}. Naturalmente,
condizione necessaria affinché la proiettività richiesta nel testo esista è che sia g(P) =
h(P) (e notiamo che in tal caso si ha necessariamente g(P) = h(P) = P′).Mostriamo
che tale condizione è anche sufficiente.

Si estenda P ad un sistema di riferimento proiettivo P,P1,P2,P3 per S, e siano
Q1,Q2 punti di r distinti tra loro e da P. Mostriamo che l’insieme R = {P1,P2,P3,
Q1,Q2} è in posizione generale, ed è pertanto un sistema di riferimento proiettivo
di P3(K). A tale scopo è sufficente verificare che R non contiene quaterne di punti
complanari. Poiché L(P1,P2,P3) = S e Ql 
∈ S, i punti P1,P2,P3,Ql non possono
essere complanari per l = 1, 2. Supponiamo allora per assurdo che Pi,Pj ,Q1,Q2

siano complanari per qualche i 
= j . Le rette L(Pi,Pj ) ⊂ S, L(Q1,Q2) = r si
intersecherebbero allora in P = S ∩ r, per cui P,Pi,Pj sarebbero allineati, e ciò
contraddirebbe il fatto che P,Pi,Pj sono in posizione generale su S. DunqueR è un
sistema di riferimento proiettivo.

Per i = 1, 2, 3, j = 1, 2, siano ora P′i = g(Pi), Q′j = h(Qj ). L’argomento appena
descritto mostra che anche P′1,P

′
2,P

′
3,Q

′
1,Q

′
2 sono in posizione generale, per cui

esiste un’unica proiettività f : P3(K) → P3(K) tale che f (Pi) = P′i , f (Qj ) = Q′j per
i = 1, 2, 3, j = 1, 2. Mostriamo che tale proiettività coincide con g su S e con h su
r. Si ha

f (S) = f (L(P1,P2,P3)) = L(P′1,P
′
2,P

′
3) = S′,

f (r) = f (L(Q1,Q2)) = L(Q′1,Q
′
2) = r′,

per cui f (P) = f (r ∩ S) = r ′ ∩ S′ = P′. Dunque f |S e g coincidono sul sistema di
riferimento proiettivo P,P1,P2,P3 di S, e pertanto coincidono. Analogamente, f |r e
h coincidono su P,Q1,Q2, e pertanto su r.

Infine, l’unicità di f è a questo punto ovvia: una qualsiasi proiettività che verifichi
le condizioni richieste deve coincidere con f su P1,P2,P3,Q1,Q2, e dunque sull’in-
tero spazio P3(K), in quanto P1,P2,P3,Q1,Q2 formano un sistema di riferimento
proiettivo di P3(K).

Nota. Gli Esercizi 2.16 e 2.17 illustrano dei casi particolari di un fatto generale ri-
guardante l’estensionedi trasformazioni proiettive definite su sottospazi di uno spazio
proiettivo. In un qualsiasi spazio proiettivo P(V) si considerino i sottospazi proiettivi
S1, S2, S′1, S

′
2, e siano g1 : S1 → S′1, g2 : S2 → S′2 fissati isomorfismi proiettivi. Sup-

poniamo inoltre che si abbiaL(S1, S2) = P(V), g1(S1∩S2) = g2(S1∩S2) = S′1∩S′2, e
g1|S1∩S2 = g2|S1∩S2 .Allora, esiste una proiettività f : P(V) → P(V) tale che f |Si = gi

per i = 1, 2. Inoltre, se S1 ∩ S2 
= ∅ tale proiettività è unica.
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Figura 2.3. La costruzione descritta nella soluzione dell’Esercizio 2.18

Esercizio 2.18

Siano r, s rette distinte di P2(K), siano A,B due punti distinti di r \ s, e siano
C,D ∈ P2(K)\(r∪s). Si mostri che esiste un’unica proiettività f : P2(K) → P2(K)
tale che f (A) = A, f (B) = B, f (s) = s, f (C) = D.

Soluzione PoichéC,D 
∈ s, ciascunadelle retteL(C,A),L(C,B),L(D,A),L(D,B)
interseca s esattamente in un punto, per cui possiamo porre P = s ∩ L(C,A),
P′ = s ∩ L(D,A), Q = s ∩ L(C,B), Q′ = s ∩ L(D,B) (cfr. Fig. 2.3). Poiché
C,D 
∈ r, i punti P,P′,Q,Q′ giacciono su s \ r. Infine, si ha naturalmente P 
= Q,
P′ 
= Q′. Ne segue che le quadruple {A,B,P,Q} e {A,B,P′,Q′} individuano sistemi
di riferimento proiettivi di P2(K).

Sia ora f l’unica proiettività di P2(K) tale che f (A) = A, f (B) = B, f (P) =
P′, f (Q) = Q′. Allora, f (s) = f (L(P,Q)) = L(P′,Q′) = s. Inoltre, f (C) =
f (L(A,P) ∩ L(B,Q)) = L(A,P′) ∩ L(B,Q′) = D, dunque f verifica le proprietà
richieste. Viceversa, se g è una proiettività di P2(K) che verifica quanto richiesto,
allora g(A) = A, g(B) = B, g(P) = g(L(A,C) ∩ s) = L(A,D) ∩ s = P′ e
g(Q) = g(L(C,B) ∩ s) = L(D,B) ∩ s = Q′, per cui g = f .

K Esercizio 2.19

In P3(R), sia r la retta di equazioni x0 − x1 = x2 − x3 = 0, siano H ,H ′ i piani
di equazione rispettivamente x1 + x2 = 0, x1 − 2x3 = 0, e sia C = [1, 1, 0, 0].
Si determini il numero di proiettività f : P3(R) → P3(R) che verificano le seguenti
condizioni:

(i) f (r) = r, f (H) = H ′, f (H ′) = H , f (C) = C;
(ii) l’insieme dei punti fissi di f contiene un piano.

Soluzione Determiniamo innanzi tutto le relazioni di incidenza tra i sottospazi
assegnati nel testo. È immediato verificare che C ∈ r e che C 
∈ H ∪ H ′. Come
conseguenza, r∩H e r∩H ′ sono costituiti ciascuno da un punto: più precisamente, un
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semplice calcolo mostra che, posto A = r∩H e B = r∩H ′, si ha A = [1, 1,−1,−1],
B = [2, 2, 1, 1]. Inoltre, poiché H 
= H ′ l’insieme l = H ∩ H ′ è una retta proiettiva,
e dal fatto che A 
= B è facile dedurre che le rette r e l sono sghembe.

Sia ora f una proiettività che verifica le condizioni richieste, e sia S un piano di
punti fissi per f . Allo scopo di ricostruire f , cerchiamo innanzi tutto di determinare
le possibili posizioni di S, e cominciamo mostrando che S deve contenere l. Si ha
H ∩ S = f (H ∩ S) = H ′ ∩ S, per cui H ∩ S = H ′ ∩ S è un sottospazio proiettivo di
H ∩ H ′ = l. Essendo dim(H ∩ S) ≥ 1, si ha allora l = H ∩ S = H ′ ∩ S, per cui in
particolare l ⊂ S, come voluto.

Poiché l e r sono sghembe, r ∩ S consta esattamente di un punto. Poiché tale
punto è lasciato fisso da f , allo scopo di determinare S è utile studiare il luogo dei
punti lasciati fissi dalla restrizione di f a r. Ricordiamo che C ∈ r per ipotesi, e
che A,B ∈ r per costruzione. Si ha inoltre f (A) = f (r ∩ H) = r ∩ H ′ = B,
e analogamente f (B) = A. Poiché f (C) = C, se g : r → r è l’unica proiettività
tale che g(A) = B, g(B) = A, g(C) = C, allora f |r = g. Inoltre, un semplice
calcolo mostra che, se r = P(W), allora g è indotta dall’unico isomorfismo lineare
ϕ : W → W tale che ϕ(1, 1,−1,−1) = (2, 2, 1, 1) e ϕ(2, 2, 1, 1) = (1, 1,−1,−1).
Ne segue che i punti fissi di g (e pertanto di f |r) sono C e D = [1, 1, 2, 2]. Si ha
perciò r ∩ S = C oppure r ∩ S = D.

Siano allora S1 = L(l,C), S2 = L(l,D). Poiché C 
∈ l, D 
∈ l e l ⊂ S, se C ∈ S
si ha S = S1, se D ∈ S si ha S = S2. Inoltre, poiché come osservato all’inizio le rette
l, r sono sghembe, si ha L(S1, r) = L(S2, r) = P3(R).

Sia i ∈ {1, 2}. Poiché g lascia fisso sia C = S1 ∩ r sia D = S2 ∩ r, come
dimostrato nell’Esercizio 2.17 esiste un’unica proiettività fi : P3(R) → P3(R) tale
che fi|Si = IdSi e fi|r = g. Inoltre, per quanto visto fin qui se f è una proiettività che
verifica le condizioni richieste nel testo si deve necessariamente avere f = f1 o f = f2.
Notiamo inoltre che f1 
= f2, in quanto se cosı̀ non fosse l’insieme dei punti fissi di
f1 conterrebbe S1 ∪ S2. Poiché l’insieme dei punti fissi di una qualsiasi proiettività è
dato dall’unione di sottospazi a due a due sghembi (cfr. 1.2.5), ne seguirebbe f1 = Id,
il che è assurdo in quanto f1(A) 
= A.

Per concludere è ora sufficiente mostrare che sia f1 sia f2 verificano le condizioni
richieste nel testo. Per costruzione, per i = 1, 2 si ha fi(C) = C, fi(r) = r, ed il luogo
dei punti fissi di fi contiene il piano Si. Infine, si ha fi(H) = fi(L(l,A)) = L(l,B) =
H ′ e fi(H ′) = fi(L(l,B)) = L(l,A) = H , come voluto.

Esercizio 2.20

Sia f : P1(K) → P1(K) una funzione iniettiva tale che

β(P1,P2,P3,P4) = β(f (P1), f (P2), f (P3), f (P4))

per ogni quaterna P1,P2,P3,P4 di punti distinti. Si mostri che f è una proiettività.

Soluzione SianoP1,P2,P3 punti distinti diP1(K), e per i = 1, 2, 3 siaQi = f (Pi).
Poiché f è iniettiva, {P1,P2,P3} e {Q1,Q2,Q3} sono sistemi di riferimento proiettivi
di P1(K). Esiste perciò una proiettività g : P1(K) → P1(K) tale che g(Pi) = Qi
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per i = 1, 2, 3. Inoltre, poiché il birapporto è invariante per proiettività, per ogni
P /∈ {P1,P2,P3} si ha

β(Q1,Q2,Q3, g(P)) = β(g(P1), g(P2), g(P3), g(P)) = β(P1,P2,P3,P) =
= β(f (P1), f (P2), f (P3), f (P)) = β(Q1,Q2,Q3, f (P)).

Se ne deduce che f (P) = g(P) per ogni P 
= P1,P2,P3. D’altronde per i = 1, 2, 3 si
ha f (Pi) = g(Pi) per costruzione, per cui f = g, e f è una proiettività.

K Esercizio 2.21 (Modulo di una quaterna di punti)

Siano
A = {P1,P2,P3,P4}, A′ = {P′1,P′2,P′3,P′4}

due quaterne di punti distinti di P1(C), e siano

k = β(P1,P2,P3,P4), k′ = β(P′1,P
′
2,P

′
3,P

′
4).

(a) Si mostri che A,A′ sono proiettivamente equivalenti se e solo se

(k2 − k + 1)3

k2(k − 1)2
=

((k′)2 − k′ + 1)3

(k′)2(k′ − 1)2
.

(b) Sia G l’insieme delle proiettività f : P1(C) → P1(C) tali che f (A) = A. Al
variare di k ∈ C \ {0, 1}, si calcoli la cardinalità |G| di G.

Soluzione (a) Per quanto visto in 1.5.2, gli insiemi A,A′ sono proiettivamente
equivalenti se e solo se k′ appartiene all’insieme

Ω(k) =
{

k,
1
k
, 1− k,

1
1− k

,
k − 1

k
,

k

k − 1

}
.

(Si noti che k, k′ ∈ C \ {0, 1} in quanto Pi 
= Pj , P′i 
= P′j per ogni i 
= j ).

Si consideri la funzione razionale j (t) = (t2 − t + 1)3

t2(t − 1)2
.Allo scopo di dimostrare

(a) è dunque sufficiente provare che k′ ∈ Ω(k) se e solo se j (k′) = j (k).
È facile verificare tramite sostituzione diretta che se k ′ ∈ Ω(k) si ha j (k) = j (k′).
Supponiamo viceversa j (k) = j (k′), e poniamo q(t) = (t2− t+1)3− j (k)t2(t−

1)2. Si ha ovviamente q(k′) = 0. Inoltre, q è un polinomio di grado 6 che ammette
come radici tutti gli elementi diΩ(k). SeΩ(k) consiste di 6 elementi, l’insieme delle
radici di q è allora proprio Ω(k), e da q(k′) = 0 si può allora dedurre k′ ∈ Ω(k),
come voluto. Posto ω = 1+i

√
3

2 , con un calcolo diretto si verifica inoltre che la
cardinalità di Ω(k) è minore di 6 solo nei casi seguenti:

– se k ∈ {ω,ω}, nel qual caso Ω(k) = {ω,ω};
– se k ∈

{
−1, 2, 12

}
, nel qual caso Ω(k) =

{
−1, 2, 12

}
.
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Inoltre, se k ∈
{
−1, 2, 12

}
si ha j (k) = 27

4 e q(t) = (t + 1)2(t − 2)2
(

t − 1
2

)2
,

mentre se k ∈ {ω,ω} si ha j (k) = 0 e q(t) = (t−ω)3(t−ω)3. In ogni caso l’insieme
delle radici di q coincide conΩ(k), e da q(k′) = 0 si può dunque dedurre k′ ∈ Ω(k),
come voluto.

(b) Naturalmente G è un gruppo, e se S4 è il gruppo delle permutazioni su
{1, 2, 3, 4}, data f ∈ G esiste ψ(f ) ∈ S4 tale che f (Pi) = Pψ(f )(i) per ogni i =
1, 2, 3, 4. Inoltre, la mappa ψ : G → S4 cosı̀ definita è un omomorfismo di gruppi. Se
ψ(f ) = Id allora f coincide con l’identità su tre punti distinti di P1(C), ed è pertanto
l’identità: l’omomorfismo ψ è perciò iniettivo, e da ciò si deduce immediatamente
che |G| = |Imψ| ≤ |S4| = 24. Cerchiamo ora di capire quali permutazioni dei
Pi siano in effetti indotte da proiettività, sfruttando a tale scopo qualche risultato
elementare sulle azioni di gruppi su insiemi.

Consideriamo la mappa η : S4 × Ω(k) → Ω(k) definita come segue: dati h ∈
Ω(k) e σ ∈ S4, se Q1,Q2,Q3,Q4 ∈ P1(C) sono tali che β(Q1,Q2,Q3,Q4) = h,
allora η(σ, h) = β(Qσ(1),Qσ(2),Qσ(3),Qσ(4)); per quanto visto in 1.5.2, η(σ, h) non
dipende dalla scelta dei Qi ed appartiene a Ω(k), per cui η è effettivamente ben
definita. Inoltre, è immediato verificare che η(σ ◦ τ , h) = η(σ, η(τ , h)), per cui η
definisce un’azione di S4 su Ω(k).

Dalla proprietà fondamentale del birapporto (cfr. Teorema 1.5.1) si deduce che
σ ∈ Imψ se e solo se β(P1,P2,P3,P4) = β(Pσ(1),Pσ(2),Pσ(3),Pσ(4)). In altre
parole, Imψ coincide con lo stabilizzatore di k rispetto all’azione appena descritta;
tale azione è inoltre transitiva in quanto Ω(k) è costituito da tutti e soli i possibili
birapporti delle quaterne ordinate ottenute permutandoP1,P2,P3,P4.Dunque |S4| =
|Stab(k)| |Ω(k)| = |Imψ| |Ω(k)|, per cui

|G| = |Imψ| = |S4|
|Ω(k)| =

24
|Ω(k)| .

Per quanto visto nella soluzione di (a) si ha perciò |G| = 12 se k ∈ {ω,ω}, |G| = 8

se k ∈
{
−1, 2, 12

}
e |G| = 4 altrimenti.

Esercizio 2.22

Sia f : P1(R)→ P1(R) la proiettività definita da:

f ([x0, x1]) = [−x1, 2x0 + 3x1].

(a) Si determinino i punti fissi di f .
(b) Se P = [2, 5] ∈ P1(R), si calcoli il birapporto β(A,B,P, f (P)), dove A e B sono

i punti fissi di f .

Soluzione La proiettività f è indotta dall’applicazione lineare ϕ : R2 → R2 che,

rispetto alla base canonica, si rappresenta tramite la matrice

(
0 −1
2 3

)
. Tale ma-

trice è diagonalizzabile, ed ammette (1,−1) e (1,−2) quali autovettori relativi ri-
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spettivamente agli autovalori 1 e 2. Ne segue che A = [1,−1] e B = [1,−2] sono gli
unici punti fissi di f .

Per quanto visto in 1.5.4, poiché A = [v] dove v è un autovettore di ϕ relativo
all’autovalore 1 e B = [w] dove w è un autovettore di ϕ relativo all’autovalore 2,
il valore β(A,B,Q, f (Q)) è costante al variare di Q ∈ P1(R) \ {A,B}, ed uguale a
2/1 = 2. Dunque β(A,B,P, f (P)) = 2.

Esercizio 2.23 (Involuzioni di P1(K))

Sia f una proiettività di P1(K).

(a) Se M =
(

a b
c d

)
è una matrice associata a f , si verifichi che f è una

involuzione (ossia f 2 = Id) diversa dall’identità se e solo se a + d = 0.
(b) Si mostri che f è una involuzione diversa dall’identità se e solo se esistono due

punti distinti Q1,Q2 che si scambiano, ossia tali che f (Q1) = Q2 e f (Q2) = Q1.
(c) Supponiamo che f sia una involuzione diversa dall’identità. Si mostri che f ha

esattamente 0 o 2 punti fissi, e che se K = C ha esattamente 2 punti fissi.
(d) Supponiamo che f ammetta due punti fissi A,B. Si mostri che f è una involuzione

diversa dall’identità se e solo se, scelto comunque P ∈ P1(K) \ {A,B}, si ha
β(A,B,P, f (P)) = −1 (ovvero f ha caratteristica −1, cfr. 1.5.4).

(e) Si mostri che f è composizione di due involuzioni.

Soluzione (a) Notiamo innanzi tutto che, se f 
= Id, il polinomio minimo di M
non può essere di primo grado (ed è pertanto uguale al polinomio caratteristico di
M ). Inoltre, f 2 = Id se e solo esiste λ ∈ K∗ tale che M 2 = λI . Ne segue che f è
un’involuzione diversa dall’identità se e solo se il polinomio minimo ed il polinomio
caratteristico di M sono uguali a t2 − λ. La conclusione segue ora dal fatto che il
coefficiente di t nel polinomio caratteristico di M è uguale a −a − d .

(b) Se f 
= Id è una involuzione, basta prendere come Q1 un punto non fisso e
Q2 = f (Q1). Viceversa siano Q1,Q2 punti che si scambiano, sia P un punto qualsiasi
di P1(K) \ {Q1,Q2} e poniamo P′ = f (P). Allora

β(Q1,Q2,P′,P) = β(f (Q1), f (Q2), f (P′), f (P)) =
= β(Q2,Q1, f (P′),P′) = β(Q1,Q2,P′, f (P′)),

dove la prima uguaglianza segue dal fatto che il birapporto è invariante per proiettività
(cfr. 1.5.1), e la seconda e la terza seguono dalle simmetrie del birapporto (cfr. 1.5.2).
Di conseguenza f 2(P) = f (P′) = P e f è una involuzione.

(c) Per quanto visto al punto (a), se M è una matrice associata a f il polinomio
caratteristico di M è t2 + det M , per cui M non ammette autovalori (nel caso in
cui −det M non sia un quadrato in K) o ammette due autovalori distinti relativi ad
autospazi di dimensione uguale a 1 (nel caso in cui −det M sia un quadrato in K).
Dunque f ha esattamente 0 o 2 punti fissi. Inoltre, se K è algebricamente chiuso
allora M ammette due autovalori distinti, per cui f ha 2 punti fissi.
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(d) Come abbiamo già visto (cfr. 1.5.4), il birapporto β(A,B,P, f (P)) non di-
pende dalla scelta del punto P. Più precisamente, in un riferimento proiettivo R in
cui A e B siano i punti fondamentali, f sarà rappresentata in coordinate da una ma-

trice N =
(
λ 0
0 μ

)
, λ,μ 
= 0. Se P ∈ P1(K) \ {A,B} e [P]R = [a, b], allora

[f (P)]R = [λa,μb], per cui β(A,B,P, f (P)) = μ
λ
. Pertanto β(A,B,P, f (P)) = −1

se e solo se μ = −λ ossia se e solo se N =
(
λ 0
0 −λ

)
. Ciò equivale al fatto che

N2 sia un multiplo dell’identità, ossia f 2 = Id.

(e) Se f = Id non c’è nulla da dimostrare, per cui supponiamo che esista A ∈
P1(K) tale che f (A) = A′ 
= A, e sia A′′ = f (A′). Se A′′ = A, f scambia A con
A′, ed è pertanto un’involuzione in virtù di (b). Supponiamo allora che A′′ 
= A, e
osserviamo che necessariamente A′ 
= A′′, in quanto altrimenti si avrebbe f (A′) =
A′ = f (A), e ciò contraddirebbe il fatto che f è iniettiva. Dunque i punti A,A′,A′′

sono distinti e formano pertanto un sistema di riferimento proiettivo di P1(K). Per il
Teorema fondamentale delle trasformazioni proiettive, esiste allora una proiettività
g : P1(K)→ P1(K) tale che g(A) = A′′, g(A′) = A′, g(A′′) = A. Poiché g scambia
A con A′′, g è un’involuzione. Inoltre, f ◦ g scambia A′ con A′′, ed è pertanto
anch’essa un’involuzione. Dunque f = f ◦ (g ◦ g) = (f ◦ g) ◦ g è composizione di
due involuzioni.

Esercizio 2.24

Siano A,B punti distinti di P1(K). Si provi che esiste un’unica involuzione di P1(K)
diversa dall’identità che ha A e B come punti fissi.

Soluzione 1 Sia P ∈ P1(K) \ {A,B}. Se f : P1(K) → P1(K) è una proiettività
tale che f (A) = A e f (B) = B, per quanto mostrato nel punto (d) dell’Esercizio 2.23
l’applicazione f è un’involuzione diversa dall’identità se e solo se β(A,B,P, f (P)) =
−1, ovvero se e solo se f (P) è l’unico punto che completi A,B,P ad una quaterna
armonica. Poiché una proiettività di P1(K) è univocamente determinata dai valori
che essa assume su A,B,P, ciò prova la tesi.

Soluzione 2 Fissato un riferimento proiettivo in P1(K) di cui A e B siano i punti
fondamentali, ogni proiettività f : P1(K) → P1(K) tale che f (A) = A e f (B) = B è

rappresentata in coordinate da una matrice N =
(

1 0
0 λ

)
, λ ∈ K∗. Si avrà allora

che N2 è un multiplo dell’identità se e solo se λ = ±1. Pertanto l’unica involuzione
diversa dall’identità avente A eB come punti fissi è quella rappresentata dalla matrice(

1 0
0 −1

)
.
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Esercizio 2.25

Sia f : P1(K) → P1(K) una proiettività, e siano A,B,C ∈ P1(K) punti distinti tali
che f (A) = A, f (B) = C. Si mostri che A è l’unico punto fisso di f (cioè che f è
parabolica, cfr. 1.5.3) se e solo se β(A,C,B, f (C)) = −1.

Soluzione Si pongano su P1(K) le coordinate omogenee indotte dal sistema di
riferimento proiettivo {A,B,C}. Rispetto a tali coordinate, la proiettività f è rappre-

sentata da una matrice M della forma

(
1 λ
0 λ

)
per qualche λ ∈ K∗. Ora, se λ = 1

la matrice M ha un solo autovalore di molteplicità geometrica 1, per cui f è para-
bolica, altrimenti M ha due autovalori distinti, ed è pertanto iperbolica. Dobbiamo
dunque dimostrare che β(A,C,B, f (C)) = −1 se e solo se λ = 1. Ma le coordinate
di f (C) sono [1 + λ,λ], per cui si ha

β(A,C,B, f (C)) = β([1, 0], [1, 1], [0, 1], [1 + λ,λ]) = −λ,

da cui la tesi.

Esercizio 2.26

Siano A1,A2,A3,A4 punti di P2(K) in posizione generale, e siano

P1 = L(A1,A2) ∩ L(A3,A4), P2 = L(A2,A3) ∩ L(A1,A4), r = L(P1,P2),
P3 = L(A2,A4) ∩ r, P4 = L(A1,A3) ∩ r.

Si calcoli β(P1,P2,P3,P4).

Soluzione 1 Scelte su P2(K) coordinate tali che A1 = [1, 0, 0], A2 = [0, 1, 0],
A3 = [0, 0, 1], A4 = [1, 1, 1], si ottiene facilmente P1 = [1, 1, 0] e P2 = [0, 1, 1].
Dunque r = {x 0 − x1 + x2 = 0}, da cui P3 = [1, 2, 1] e P4 = [1, 0,−1]. Ne
segue che, se r = P(W), allora una base normalizzata di W individuata dal riferi-
mento proiettivo dato da P1,P2,P3 è data da (1, 1, 0), (0, 1, 1). Essendo (1, 0,−1) =
(1, 1, 0)− (0, 1, 1), ne segue che il birapporto richiesto vale −1.

Soluzione 2 Posto t = L(A1,A3), sia Q = t ∩ L(A2,A4) (cfr. Fig. 2.4). Natural-
mente A2 
∈ r ∪ t, A4 
∈ r ∪ t per cui sono ben definite la prospettività f : r → t di
centro A2 e la prospettività g : t → r di centro A4. Per costruzione si ha f (P1) = A1,
f (P2) = A3, f (P3) = Q, f (P4) = P4, per cui, essendo A1,A3,Q,P4 a due a due
distinti, ancheP1,P2,P3,P4 sono a due a due distinti. Inoltre, sempre per costruzione
si ha g(A1) = P2, g(A3) = P1, g(Q) = P3, g(P4) = P4. Essendo composizione di
due prospettività, g ◦ f : r → r è una proiettività, per cui

β(P1,P2,P3,P4) = β(g(f (P1)), g(f (P2)), g(f (P3)), g(f (P4))) =
= β(P2,P1,P3,P4) = 1

β(P1,P2,P3,P4)
,

dove la prima uguaglianza è dovuta all’invarianza del birapporto per proiettività
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Figura 2.4. Costruzione del quarto armonico

(cfr. 1.5.1), mentre l’ultima uguaglianza è dovuta alle simmetrie del birapporto
(cfr. 1.5.2). Dunqueβ(P1,P2,P3,P4)2 = 1, da cuiβ(P1,P2,P3,P4) = −1 in quanto,
come già osservato, i Pi sono a due a due distinti.

Nota (Costruzione del quarto armonico). L’esercizio precedente suggerisce un
modo esplicito per costruire il quarto armonico di tre punti distinti P1,P2,P3 di una
retta proiettiva r ⊆ P2(K), ossia il punto P4 ∈ r tale che β(P1,P2,P3,P4) = −1. A
tale scopo basta infatti considerare una retta s uscente da P1 e diversa da r, e scegliere
su s due punti A1,A2 distinti fra loro e diversi da P1. Siano A4 = L(A2,P3) ∩
L(A1,P2) e A3 = L(P1,A4) ∩ L(A2,P2), e poniamo infine P4 = r ∩ L(A1,A3) (si
osservi che A3,A4,Q4 sono effettivamente ben definiti). È immediato verificare che
A1,A2,A3,A4 sono in posizione generale, e quanto dimostrato nell’Esercizio 2.26
mostra esattamente che β(P1,P2,P3,P4) = −1.

Esercizio 2.27

Siano P,Q,R, S punti di P2(K) in posizione generale, siano lP = L(Q,R), lQ =
L(P,R), lR = L(P,Q) e si ponga

P′ = L(P, S) ∩ lP, Q′ = L(Q, S) ∩ lQ, R′ = L(R, S) ∩ lR.

Siano infine P′′ ∈ lP, Q′′ ∈ lQ, R′′ ∈ lR i punti univocamente determinati dalle
condizioni

β(Q,R,P′,P′′) = β(R,P,Q′,Q′′) = β(P,Q,R′,R′′) = −1.

Si mostri che i punti P′′,Q′′,R′′ sono allineati.
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Figura 2.5. La configurazione descritta nell’Esercizio 2.27

E Soluzione 1 Siano T = L(Q′,R′) ∩ lP, W = L(T , S) ∩ lR, Z = L(T , S) ∩ lQ.
È facile verificare che, applicando quanto dimostrato nell’Esercizio 2.26 al caso
A1 = R, A2 = R′, A3 = Q′, A4 = Q, si ottiene β(S,T ,W,Z) = −1 (cfr. Figg. 2.4
e 2.5).A causa delle simmetrie del birapporto (cfr. 1.5.2) si ha perciòβ(W,Z , S,T) =
β(S,T ,W,Z) = −1. Inoltre, la prospettività f : L(S,T) → lP di centro P porta
W,Z , S,T ordinatamente in Q,R,P′,T , per cui β(Q,R,P′,T) = −1. Poiché per
ipotesi β(Q,R,P′,P′′) = −1, se ne deduce T = P′′.

Sia ora g : lQ → lR la prospettività di centro P′′. Per costruzione si ha g(P) = P,
g(R) = Q, e inoltre g(Q′) = R′ in quanto P′′ = T . Sempre dall’invarianza del
birapporto per trasformazioni proiettive si deduce allora

β(P,Q,R′, g(Q′′)) = β(g(P), g(R), g(Q′), g(Q′′)) =

=β(P,R,Q′,Q′′) =
1

β(R,P,Q′,Q′′)
= −1,

per cui g(Q′′) = R′′. Per definizione di prospettività si ha dunque R′′ = L(P′′,Q′′)∩
lR: in particolare i punti P′′,Q′′,R′′ sono allineati.

Soluzione 2 Per ipotesi P,Q,R, S formano un sistema di riferimento proiettivo
di P2(K), per cui possiamo scegliere coordinate omogenee tali che P = [1, 0, 0],
Q = [0, 1, 0], R = [0, 0, 1], S = [1, 1, 1]. Si ha allora lP = {x0 = 0}, lQ = {x1 = 0},
lR = {x2 = 0}, L(P, S) = {x1 = x2}, L(Q, S) = {x0 = x2}, L(R, S) = {x0 = x1}.
Se ne deduce P′ = [0, 1, 1], Q′ = [1, 0, 1], R′ = [1, 1, 0].

È ora facile determinare P′′,Q′′,R′′: una base normalizzata indotta dal sistema
di riferimento proiettivo Q,R,P′ di lP è data da v1 = (0, 1, 0), v2 = (0, 0, 1), per
cui P′′ = [v1 − v2] = [0, 1,−1]. Analogamente si ottengono Q′′ = [1, 0,−1],
R′′ = [1,−1, 0]. Ne segue che P′′,R′′,Q′′ appartengono alla retta di equazione
x0 + x1 + x2 = 0.
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Esercizio 2.28

Siano P(V), P(W) spazi proiettivi sul campo K, siano H ,K sottospazi proiettivi di
P(V), e sia f : P(V) \H → P(W) una trasformazione proiettiva degenere. Si mostri
che f (K \H) è un sottospazio proiettivo di P(W) di dimensione dim K − dim(K ∩
H)− 1.

Soluzione Siano S,T i sottospazi vettoriali di V tali che H = P(S), K = P(T). La
trasformazione proiettiva degenere f è indotta da un’applicazione lineareϕ : V → W
tale che kerϕ = S, ed è immediato verificare che si ha f (K \ H) = P(ϕ(T)).
D’altronde, la dimensione del sottospazio vettoriale ϕ(T) è data da

dim T −dim(T ∩ S) = (dim K + 1)− (dim(K ∩H)+ 1) = dim K −dim(K ∩H),

per cui si ha infine dim f (K \ H) = dim K − dim(K ∩ H)− 1.

Esercizio 2.29

Siano S,H sottospazi proiettivi dello spazio proiettivo P(V) tali che S ∩ H = ∅ e
L(S,H) = P(V), e sia πH : P(V) \ H → S la proiezione su S di centro H (definita
in 1.2.7). Si verifichi che πH è una trasformazione proiettiva degenere.

Soluzione 1 Posti n = dimP(V), k = dim S, h = dim H , una facile applicazione
della formula di Grassmann mostra che k + h = n − 1. Inoltre è facile verificare
che se P0, . . . ,Pk sono punti indipendenti su S = P(U) e Pk+1, . . . ,Ph+k+1 sono
punti indipendenti su H , l’insieme {P0, . . . ,Ph+k+1} è in posizione generale in
P(V), e può perciò essere completato ad un sistema di riferimento proiettivo R =
{P0, . . . ,Ph+k+1,Q} di P(V).

Rispetto al sistema di coordinate omogenee x0, . . . , xn indotto daR, le equazioni
cartesiane di H e S sono rispettivamente x0 = · · · = xk = 0 e xk+1 = · · · = xn = 0
(cfr. 1.3.5 e 1.3.7). Dato P = [y0, . . . yn] 
∈ H è facile verificare che il sottospa-
zio L(H ,P) è l’insieme dei punti [λ0y0, . . . ,λ0yk ,λ0yk+1 + λ1, . . . ,λ0yn + λh+1],
al variare di [λ0, . . . ,λh+1] ∈ Ph+1(K). Quindi L(H ,P) ∩ S è il punto di coor-
dinate omogenee [y0, . . . , yk , 0, . . . , 0] e πH è una trasformazione proiettiva de-
genere, indotta dall’applicazione lineare ϕ : V → U descritta in coordinate da
(x0, . . . , xn) �→ (x0, . . . , xk , 0, . . . , 0).

Soluzione 2 Siano W,U i sottospazi vettoriali di V tali che H = P(W) e S =
P(U). È facile verificare che le condizioni S ∩ H = ∅, L(S,H) = P(V) implicano
rispettivamente W ∩ U = {0}, W + U = V. Dunque V = W ⊕ U, ed è ben definita
la proiezione pU : V → U che associa ad ogni v ∈ V l’unico vettore pU(v) ∈ U tale
che v− pU(v) appartenga a W. La mappa pU è lineare e si ha ker pU = W. Perciò,
per ogni v ∈ V \W, la retta generata dal vettore pU(v) coincide con l’intersezione
di U con il sottospazio generato da W e da v. Dunque per ogni v ∈ V \ W si
ha πH ([v]) = [pU(v)], per cui πH è la trasformazione proiettiva degenere indotta
da pU.
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Esercizio 2.30

Si considerino inP3(R) il piano T 1 di equazione x3 = 0, il piano T 2 di equazione x0+
2x1−3x2 = 0 e il punto Q = [0, 1,−1, 1], e sia f : T 1 → T 2 la prospettività di centro
Q. Si determinino equazioni cartesiane dell’immagine della retta r, intersezione di
T 1 con il piano x0 + x1 = 0.

Soluzione Per definizione di proiezione si ha f (r) = L(Q, r) ∩ T 2, per cui le
equazioni cartesiane di f (r) sono date dall’unione di un’equazione di L(Q, r) ed
un’equazione di T 2. Inoltre, r è definita dalle equazioni x0 + x1 = x3 = 0, per cui
il fascio di piani Fr di centro r ha equazioni parametriche

λ(x0 + x1) + μx3 = 0, [λ,μ] ∈ P1(R).

Imponendo il passaggio perQ si ottiene [λ,μ] = [1,−1], per cuiL(Q, r) ha equazione
x0 + x1 − x3 = 0. Dunque f (r) è definita dalle equazioni x0 + 2x1 − 3x2 =
x0 + x1 − x3 = 0.

Esercizio 2.31

Siano r, s ⊂ P2(K) rette distinte, sia A = r ∩ s e sia f : r → s un isomorfismo
proiettivo. Si provi che:

(a) f è una prospettività se e solo se f (A) = A.
(b) Se f (A) 
= A, esistono una retta t diP2(K) e due prospettività g : r → t, h : t → s

tali che f = h ◦ g.
(c) Ogni proiettività p : r → r di r è composizione di al più tre prospettività.

Soluzione (a) Ogni prospettività tra r e s fissa il punto A (cfr. 1.2.8). Viceversa,
se l’isomorfismo f : r → s fissa A, scegliamo due punti P1,P2 ∈ r distinti tra loro e
distinti da A e poniamo Q1 = f (P1), Q2 = f (P2) (cfr. Fig. 2.6). Le rette L(P1,Q1)

t
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rs
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P2
Q2
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N

M

A A

s r

Figura 2.6. I punti (a) (a sinistra) e (b) (a destra) dell’Esercizio 2.31
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e L(P2,Q2) sono distinte e si intersecano in un punto O 
∈ r ∪ s. Se g : r → s
è la prospettività di centro O, vale g(A) = A, g(P1) = Q1, g(P2) = Q2. Per il
Teorema fondamentale delle trasformazioni proiettive si ha f = g, e quindi f è una
prospettività.

(b) Scegliamopunti distintiP1,P2,P3 ∈ r\{A} tali che i puntiQ1 = f (P1),Q2 =
f (P2), Q3 = f (P3) siano distinti da A. Indichiamo con M il punto di intersezione
delle rette L(P1,Q2) e L(P2,Q1), con N il punto di intersezione delle rette L(P1,Q3)
e L(P3,Q1) e con t la retta L(M ,N) (cfr. Fig. 2.6). È facile verificare che le retta
t è distinta da r e da s e non contiene i punti P1 e Q1. Indichiamo con g : r → t
la prospettività di centro Q1 e con h : t → s la prospettività di centro P1. Poiché
(h ◦ g)(Pi) = Qi per i = 1, 2, 3, come nel caso precedente si ha f = h ◦ g per il
Teorema fondamentale delle trasformazioni proiettive.

Nel caso di una proiettività p : r → r, per provare (c) è sufficiente applicare il
punto (b) alla composizione di p con una qualunque prospettività h : r → t fra r e
una qualsiasi retta t 
= r.

Esercizio 2.32 (Parametrizzazione di un fascio di iperpiani)

Dato uno spazio proiettivo P(V) di dimensione n e un sottospazio H ⊂ P(V) di
codimensione 2, indichiamo con FH il fascio di iperpiani di centro H . Data una
trasversale t al fascio, cioè una retta t ⊂ P(V) che non interseca H , sia ft : t → FH

l’applicazione che associa al punto P ∈ t l’iperpiano L(P,H) ∈ FH . Si verifichi
che ft è un isomorfismo proiettivo (detto la parametrizzazione diFH per mezzo della
trasversale t).

Soluzione Scegliamo inP(V) un sistema di coordinate omogenee tale cheH abbia
equazioni x0 = x1 = 0 e la retta t sia definita dalle equazioni x2 = · · · = xn = 0;
in questo modo x0, x1 è un sistema di coordinate omogenee su t. Rispetto al sistema
di coordinate omogenee duali a0, . . . , an su P(V)∗, il fascio FH ha equazioni a2 =
· · · = an = 0 e quindi a0, a1 è un sistema di coordinate omogenee su FH . Rispetto
a queste coordinate, l’applicazione ft : t → FH è data da [x0, x1] �→ [x1,−x0] ed è
quindi un isomorfismo proiettivo.

Nota. È possibile usare il fatto che la parametrizzazione ft è un isomorfismo proietti-
vo per dare una definizione alternativa del birapporto di quattro iperpianiS1, S2, S3, S4

di un fascio FH , che non fa riferimento alla nozione di spazio proiettivo duale
(cfr. 1.5.1).Data una trasversale t, basta definireβ(S1, S2, S3, S4) = β(P1,P2,P3,P4),
dove Pi = t ∩ Si, i = 1, . . . , 4: l’invarianza del birapporto per isomorfismi proiet-
tivi ed il fatto che ft(Pi) = Si assicurano infatti che il valore β(P1,P2,P3,P4) non
dipende dalla scelta di t.

Osserviamo inoltre che è possibile dimostrare l’indipendenza da t del birapporto
β(S1∩ t, S2∩ t, S3∩ t, S4∩ t) anche senza fare riferimento al fascioFH . A tale scopo
è sufficiente notare che se t′ è un’altra trasversale, e P′i = t′∩Si, i = 1, 2, 3, 4, i punti
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P′1,P
′
2,P

′
3,P

′
4 sono le immagini di P1,P2,P3,P4 tramite la prospettività di centro H

tra t e t′ (cfr. 1.2.8), per cui β(P′1,P
′
2,P

′
3,P

′
4) = β(P1,P2,P3,P4).

Nel caso n = 2 abbiamo ottenuto che, detto FO il fascio di rette di P2(K) di
centro O, la parametrizzazione diFO per mezzo di una trasversale t è un isomorfismo
proiettivo. Inoltre, date due rette t1, t2 che non passano perO, la prospettività di centro
O tra t1 e t2 è la composizione f −1

t2 ◦ ft1 . Poiché la composizione di isomorfismi
proiettivi è un isomorfismo proiettivo, otteniamo una dimostrazione alternativa del
fatto che le prospettività tra rette nel piano sono isomorfismi proiettivi.

Esercizio 2.33

Siano r e H rispettivamente una retta ed un piano di P3(K) tali che r � H , e sia
P = r ∩H . Sia Fr il fascio di piani di P3(K) di centro r, e sia FP il fascio di rette di
H di centro P. Si dimostri che l’applicazione β : Fr → FP definita da β(K) = K∩H
è un ben definito isomorfismo proiettivo.

Soluzione Sia s ⊆ H una retta tale che P /∈ s, e siano fr : s → Fr , fP : s → FP

le applicazioni definite da fr(Q) = L(r,Q), fP(Q) = L(P,Q) per ogni Q ∈ s.
Per costruzione, s non contiene P ed è sghemba rispetto a r, per cui l’Esercizio 2.32
assicura che fr e fP sono ben definiti isomorfismi proiettivi. È ora immediato verificare
che l’applicazione β definita nel testo è uguale alla composizione fP ◦ f −1

r , per cui
β è un ben definito isomorfismo proiettivo.

Esercizio 2.34

Siano r, s ⊂ P2(K) rette distinte, sia A = r ∩ s, e sia f : r → s un isomorfismo
proiettivo tale che f (A) = A. Sia inoltre

W(f ) = {L(P1, f (P2)) ∩ L(P2, f (P1)) |P1,P2 ∈ r, P1 
= P2}.

Si mostri che W(f ) è una retta proiettiva passante per A.

E Soluzione 1 Per quanto visto nell’Esercizio 2.31, f è una prospettività di centro
O ∈ P2(K) \ (r ∪ s). Sia l = L(A,O), e sia FA il fascio delle rette di P2(K) passanti
per A: per costruzione r, s, l ∈ FA . Per mostrare che W(f ) è contenuto in una retta
passante per A è sufficiente provare che al variare di M ∈ W(f ) \ {A} il birapporto
β(s, r, l,L(A,M)) non dipende da M : in tal caso, infatti, detto k tale birapporto e
detta t l’unica retta di FA tale che β(s, r, l, t) = k si ha necessariamente W(f ) ⊆ t.

Siano allora P1,P2 punti distinti di r, e sia

M = L(P1, f (P2)) ∩ L(P2, f (P1)) = L(P1, s ∩ L(O,P2)) ∩ L(P2, s ∩ L(O,P1)).

Naturalmente, se P1 = A o P2 = A si ha M = A, per cui possiamo supporre che
P1,P2 siano diversi da A. È facile verificare che si ha allora M 
= A. Mostreremo
ora che si ha β(s, r, l,L(A,M)) = −1. Come sopra osservato, ciò implica che W(f )
è contenuto nella retta t ∈ FA tale che β(s, r, l, t) = −1.
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Figura 2.7. La configurazione descritta nella soluzione (1) dell’Esercizio 2.34

Sia w = L(O,M), e si osservi che A 
∈ w, per cui w è trasversale al fascio FA .
Posto N = s∩w, Z = r ∩w, per quanto osservato nella nota all’Esercizio 2.32 si ha

β(s, r, l,L(A,M)) = β(s ∩ w, r ∩ w, l ∩ w,L(A,M) ∩ w) = β(N ,Z ,O,M).

D’altronde, è facile verificare che, applicando la costruzione descritta nell’enunciato
dell’Esercizio 2.26 al caso A1 = P1, A2 = f (P1), A3 = P2, A4 = f (P2), si ottiene
β(O,M ,N ,Z) = −1 (cfr. Figg. 2.4 e 2.7). Grazie alle simmetrie del birapporto
(cfr. 1.5.2) si ha allora β(N ,Z ,O,M) = −1, per cui β(s, r, l,L(A,M)) = −1 come
voluto. Abbiamo cosı̀ dimostrato che vale l’inclusione W(f ) ⊆ t.

Verifichiamo ora che vale anche l’inclusione opposta. Per ogni P ∈ r \ {A} si
ha L(P, f (A)) ∩ L(f (P),A) = A, per cui A ∈ W(f ). Sia allora R ∈ t \ {A} e sia
v una qualsiasi retta passante per R distinta da t e da L(O,R). Siano P1 = v ∩ r,
P2 = f −1(v∩ s). Poiché R 
= A e v 
= t, v 
= L(O,R), i punti P1,P2 sono distinti tra
loro e distinti da A. Inoltre, L(P1, f (P2)) = v, per cui per quanto dimostrato sopra
L(P1, f (P2)) ∩ L(P2, f (P1)) ∈ v ∩ t = R, e R ∈ W(f ). Abbiamo cosı̀ dimostrato
che t ⊆ W(f ), per cui infine W(f ) = t come voluto.

E Soluzione 2 Fissiamo un punto P ∈ r \ {A}, sia P0 ∈ r un punto distinto da A e
da P e sia M = L(P, f (P0)) ∩ L(P0, f (P)). Mostreremo che, posto t = L(A,M), si
ha W(f ) = t.

Dimostriamo per prima cosa l’inclusione W(f ) ⊆ t. Osserviamo innanzi tutto
che se g : r → t è la prospettività di centro f (P) e h : t → s è la prospettività
di centro P, allora f e h ◦ g coincidono sui punti A,P,P0 e dunque f = h ◦ g
(cfr. Fig. 2.8). Se ne deduce facilmente che per ogni P1 ∈ r distinto da P si ha
L(P1, f (P)) ∩ L(P, f (P1)) = g(P1) ∈ t.

Dimostriamo ora che in effetti L(P1, f (P2))∩L(P2, f (P1)) ∈ t per ogni P1,P2 ∈
r, P1 
= P2. Ciò è ovviamente vero se P1 = A o P2 = A, e per quanto appena
dimostrato è vero se P1 = P o P2 = P. Possiamo dunque supporre P1,P2 ∈
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Figura 2.8. Soluzione 2 dell’Esercizio 2.34: a sinistra, f si esprime come composizione di
due prospettività; a destra, l’inclusione W(f ) ⊆ t come conseguenza del Teorema di Pappo

r \ {A,P}. Consideriamo l’esagono di vertici

P1, Q2 = f (P2), P, Q1 = f (P1), P2, Q = f (P).

Per il teorema di Pappo (cfr. Esercizio 2.13 e Figg. 2.2, 2.8) i punti

L(P1,Q2) ∩ L(P2,Q1), L(P,Q2) ∩ L(P2,Q), L(P,Q1) ∩ L(P1,Q)

sono allineati. Poiché, per quanto osservato sopra, il secondo e il terzo di questi
punti sono distinti e stanno sulla retta t, anche il punto L(P1,Q2) ∩ L(P2,Q1) =
L(P1, f (P2))∩L(P2, f (P1)) appartiene a t. Abbiamo cosı̀ dimostrato che W(f ) ⊆ t.

Dimostriamo ora l’inclusione opposta. Notiamo innanzi tutto che A ∈ W(f )
in quanto per ogni P ∈ r \ {A} si ha L(P, f (A)) ∩ L(A, f (P)) = A. Sia dunque
Q ∈ t \ {A}. Mostriamo per prima cosa che f non può essere una prospettività di
centro Q. È infatti immediato verificare che, se P1,P2 sono punti distinti di r \{A}, i
puntiP1,P2, f (P1), f (P2) sono in posizione generale, per cui i puntiA = L(P1,P2)∩
L(f (P1), f (P2)), B = L(P1, f (P2)) ∩ L(P2, f (P1)), L(P1, f (P1)) ∩ L(P2, f (P2))
non sono allineati (cfr. Esercizio 2.6). Per quanto sopra dimostrato si ha però A ∈ t,
B ∈ t, per cui se f fosse una prospettività di centro Q si avrebbe L(P1, f (P1)) ∩
L(P2, f (P2)) = Q ∈ t, ed i punti A,B,Q sarebbero pertanto allineati, il che è
assurdo. Esiste dunque una retta v 
= t passante per Q tale che R1 = v ∩ r e R2 =
f −1(v∩ s) sono distinti. Si ha allora L(R1, f (R2)) = v e, per quanto già dimostrato,
L(R1, f (R2))∩L(R2, f (R1)) ∈ t. Dunque L(R1, f (R2))∩L(R2, f (R1)) = t∩v = Q,
per cui Q ∈ W(f ). Abbiamo cosı̀ dimostrato che t ⊆ W(f ).

Soluzione 3 Per quanto visto nell’Esercizio 2.31, f è una prospettività di centro
O ∈ P2(K) \ (r ∪ s). Siano B ∈ r, C ∈ s punti tali che A,B,C,O siano in posizione
generale, e fissiamo su P2(K) le coordinate omogenee indotte dal sistema di riferi-
mento A,B,C,O. Si ha allora r = {x2 = 0}, s = {x1 = 0}. Siano ora P,P′ punti
distinti di r \ {A}. Si ha P = [a, 1, 0], P′ = [a′, 1, 0] per qualche a, a′ ∈ K. Dal fatto
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che
f (P) = L(O,P) ∩ s = L([1, 1, 1], [a, 1, 0]) ∩ {x1 = 0},

un semplice calcolo permette di dedurre che f (P) = [1 − a, 0, 1]. Analogamente si
ha f (P′) = [1− a′, 0, 1]. Si ha allora L(P, f (P′)) = {x0 − ax1 + (a′ − 1)x2 = 0} e
L(P′, f (P)) = {x0 − a′x1 + (a − 1)x2 = 0}, per cui L(P, f (P′)) ∩ L(P′, f (P)) =
[1− a − a′,−1, 1]. Ne segue che, al variare di P,P′ in r \ {A} con P 
= P′, i punti
della forma L(P, f (P′))∩ L(P′, f (P)) descrivono l’insieme t \ {A}, dove t è la retta
(passante per A) di equazione x1 + x2 = 0. D’altronde per ogni P ∈ r \ {A} si ha
L(P, f (A)) ∩ L(A, f (P)) = A, per cui W(f ) = t, come voluto.

Esercizio 2.35

Siano r, s ⊂ P2(K) rette distinte, sia A = r ∩ s, e sia f : r → s un isomorfismo
proiettivo tale che f (A) 
= A. Sia inoltre B = f −1(A) ∈ r e si ponga

W(f ) = {L(P, f (P′)) ∩ L(P′, f (P)) |P,P′ ∈ r, P 
= P′, {P,P′} 
= {A,B}}.

Si mostri che W(f ) è una retta proiettiva.

E Soluzione 1 Sia P1 ∈ r \ {A,B} un punto fissato. Dati due punti distinti P2,P3 ∈
r \ {A,B,P1}, siano M = L(P1, f (P2)) ∩ L(P2, f (P1)), N = L(P1, f (P3)) ∩
L(P3, f (P1)), t = L(M ,N) (cfr. Fig. 2.9). È facile verificare che i punti M ,N e
la retta t sono ben definiti e che, dette g : r → t la prospettività di centro f (P1) e
h : t → s la prospettività di centro P1, si ha f = h ◦ g. Ne segue facilmente che

L(f (P1),P) ∩ L(P1, f (P)) = g(P) ∈ t ∀P ∈ r \ {P1}. (2.3)

Allo scopo di mostrare che W(f ) ⊆ t, dimostriamo innanzi tutto che t non dipende
in effetti dalla scelta di P1. Posto C = f (A) ∈ s, poiché f (A) 
= A i tre punti A,B,C
sono distinti e non allineati. Per quanto appena visto si ha

B = L(P1,A) ∩ L(f (P1),B) = L(P1, f (B)) ∩ L(f (P1),B) ∈ t
C = L(f (P1),A) ∩ L(P1,C) = L(f (P1),A) ∩ L(P1, f (A)) ∈ t.

(2.4)
La retta t contiene dunque B e C, e si ha pertanto t = L(B,C). In particolare, t non
dipende dalla scelta di P1.

Combinando la relazione (2.3) con il fatto che t non dipende da P1 possiamo
dedurre che

L(P, f (P′)) ∩ L(P′, f (P)) ∈ t ∀P ∈ r \ {A,B}, P′ ∈ r \ {P}.

Poiché l’espressione L(P, f (P′)) ∩ L(P′, f (P)) è chiaramente simmetrica in P,P′,
ne segue facilmente l’inclusione W(f ) ⊆ t.

Verifichiamo ora che t ⊆ W(f ). Osserviamo innanzi tutto che in virtù delle
uguaglianze (2.4) i punti B = t ∩ r, C = t ∩ s appartengono a W(f ). Sia allora
Q ∈ t \ {B,C}. Se per ogni P ∈ r \ {A,B} si avesse f (P) = L(P,Q) ∩ s, allora
f coinciderebbe con la prospettività di centro Q, e fisserebbe pertanto A, contro
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Figura 2.9. La costruzione di W(f ) descritta nella soluzione 1 dell’Esercizio 2.35

le ipotesi. Dunque esiste P1 ∈ r \ {A,B} tale che f (P1) 
= L(P1,Q) ∩ s. Sia
P2 = f −1(L(P1,Q) ∩ s). Per costruzione si ha P2 
= P1. Sia Q′ = L(P1, f (P2)) ∩
L(P2, f (P1)). Per quanto già dimostrato si ha Q′ ∈ W(f ) ⊆ t, ed inoltre Q′ ∈
L(P1, f (P2)) = L(P1,Q) per costruzione. Ne segue Q′ = t ∩ L(P1,Q) = Q, da cui
Q ∈ W(f ). Abbiamo cosı̀ mostrato che si ha t ⊆ W(f ), come voluto.

Soluzione 2 Posto C = f (A) ∈ s, i punti A,B,C non sono allineati, per cui è
possibile scegliere coordinate proiettive x0, x1, x2 rispetto alle quali A = [1, 0, 0],
B = [0, 1, 0], C = [0, 0, 1]. Si ha allora r = {x2 = 0}, s = {x1 = 0}, e possiamo
fissare su r ed s i sistemi di coordinate indotti dalle coordinate diP2(K) appenafissate.
Poiché f (B) = A e f (A) = C, rispetto a tali sistemi di coordinate l’isomorfismo f è

rappresentato da una matrice della forma

(
0 λ
1 0

)
, λ ∈ K∗.

Se P = [a, b, 0], P′ = [a′, b′, 0] sono punti distinti di r tali che {P,P′} 
= {A,B},
si ha allora f (P) = [λb, 0, a], f (P′) = [λb′, 0, a′], per cui L(P, f (P′)) e L(P′, f (P))
hanno equazioni rispettivamente ba′x0 − aa′x1 − λbb′x2 = 0 e ab′x0 − aa′x1 −
λbb′x2 = 0. Poiché P 
= P′ si ha ab′ − ba′ 
= 0, per cui le rette L(P, f (P′)) e
L(P′, f (P)) si intersecano nel punto [0,λbb′,−aa′] (si osservi che non si può avere
λbb′ = aa′ = 0 in quanto {P,P′} 
= {A,B}). Detta t la retta di equazione x0 = 0,
si ha pertanto W(f ) ⊆ t.

D’altronde, siano P = [λ, 1, 0] e P′ = [a′, b′, 0], con a′ 
= λb′. Allora P 
= P′ e
{P,P′} 
= {A,B}, ed il calcolo appena descritto mostra che

L(P, f (P′)) ∩ L(P′, f (P)) = [0, b′,−a′].

Ciò mostra che tutti i punti di t, eccetto al più [0, 1,−λ], appartengono a W(f ).
D’altronde, esistono chiaramente due elementi distinti a, a′ ∈ K tali che aa′ = λ2.
Posti P = [a, 1, 0], P′ = [a′, 1, 0], è allora immediato verificare che P 
= P′ e
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{P,P′} 
= {A,B}, e che

L(P, f (P′)) ∩ L(P′, f (P)) = [0, 1,−λ].

Si ha dunque t ⊆ W(f ), per cui infine W(f ) = t, come voluto.

Nota. Nella soluzione (1), una volta dimostrata la relazione (2.3), si sarebbe potuti
giungere alla conclusione che W(f ) = t anche sfruttando il Teorema di Pappo nello
stesso spirito della soluzione (2) dell’Esercizio 2.34.

K Esercizio 2.36

(a) Siano A,A′,C,C′ punti di P1(K) tali che A 
∈ {C,C′} e A′ 
∈ {C,C′}. Si mostri
che esiste un’unica involuzione f : P1(K) → P1(K) diversa dall’identità tale
che f (A) = A′, f (C) = C′.

(b) Siano A,B,C,A′,B′,C′ punti di P1(K) tali che le quaterne A,B,C,C′ e A′,B′,
C′,C siano formate da punti distinti tra loro. Si mostri che esiste un’unica in-
voluzione f : P1(K) → P1(K) tale che f (A) = A′, f (B) = B′, f (C) = C′ se e
solo se

β(A,B,C,C′) = β(A′,B′,C′,C).

(c) Sia r ⊆ P2(K) una retta proiettiva e siano P1,P2,P3,P4 punti di P2(K) \ r in
posizione generale. Per ogni i 
= j sia sij = L(Pi,Pj ), e si ponga

A = r ∩ s12, B = r ∩ s13, C = r ∩ s14
A′ = r ∩ s34, B′ = r ∩ s24, C′ = r ∩ s23

(cfr. Fig. 2.10). Si mostri che esiste un’unica involuzione f di r tale che f (A) =
A′, f (B) = B′, f (C) = C′.

Soluzione (a) Il caso in cuiA = A′ eC = C′ è stato già provato nell’Esercizio 2.24.
Supponiamo ora A = A′, C 
= C′ (il caso A 
= A′, C = C′ è del tutto analogo).

Se f verifica le condizioni descritte nel testo si ha necessariamente f (A) = A′ = A,
f (C) = C′, f (C′) = f (f (C)) = C. Per il Teorema fondamentale delle proiettività,
inoltre, esiste un’unica proiettività che porta A,C,C′ rispettivamente in A,C′,C. Per
quanto dimostrato nel punto (b) dell’Esercizio 2.23, tale proiettività è un’involuzione
(necessariamente diversa dall’identità), e ciò conclude la dimostrazione dell’asserto
nel caso A = A′, C 
= C′.

Supponiamo infine A 
= A′, C 
= C′. Poiché per ipotesi le terne A,A′,C e
A,A′,C′ definiscono sistemi di riferimento proiettivi di P1(K), esiste un’unica pro-
iettività f : P1(K) → P1(K) tale che f (A) = A′, f (A′) = A, f (C) = C′. Per quanto
mostrato nel punto (b) dell’Esercizio 2.23, inoltre, f è un’involuzione diversa dal-
l’identità. D’altronde, una qualsiasi proiettività che verifichi le condizioni richieste
deve necessariamente portare A,A′,C rispettivamente in A′,A,C′, e deve pertanto
coincidere con f .
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(b) Se esiste un’involuzione f con le proprietà descritte nel testo si ha f (C′) =
f (f (C)) = C, per cui

β(A,B,C,C′) = β(f (A), f (B), f (C), f (C′)) = β(A′,B′,C′,C)

grazie all’invarianza del birapporto per trasformazioni proiettive.
Assumiamo dunque che β(A,B,C,C′) = β(A′,B′,C′,C), e mostriamo che l’in-

voluzione richiesta esiste (che una tale involuzione sia unica è un’ovvia conseguen-
za del Teorema fondamentale delle trasformazioni proiettive). Per quanto prova-
to in (a), esiste un’involuzione f : P1(K) → P1(K) diversa dall’identità tale che
f (A) = A′, f (C) = C′. Poiché f (C′) = C, si ha β(A′,B′,C′,C) = β(A,B,C,C′) =
β(f (A), f (B), f (C), f (C′)) = β(A′, f (B),C′,C), dove la prima uguaglianza è do-
vuta all’ipotesi, e la seconda all’invarianza del birapporto rispetto alle trasforma-
zioni proiettive. Poiché i punti A′,B′,C′,C sono distinti, da β(A′,B′,C′,C) =
β(A′, f (B),C′,C) si deduce infine f (B) = B′, come voluto.

(c) Osserviamo per prima cosa che i punti A,B,C sono distinti fra loro, perché
altrimenti la retta r passerebbe per P1, contro le ipotesi. Similmente anche i punti
A′,B′,C′ sono distinti fra loro, perché altrimenti r passerebbe per P2, P3 o P4, contro
le ipotesi.

SianoW = s12∩s34,T = s13∩s24,Z = s23∩s14. Dal fatto cheP1,P2,P3,P4 sono
in posizione generale si deduce che W,T ,Z non sono allineati (cfr. Esercizio 2.6).

Consideriamo prima il caso in cui r non passa per Z . Poiché C = r ∩ s14 e
C′ = r ∩ s23, si ha che C 
= C′. Osserviamo inoltre che C′ 
= A perché P2 
∈ r, e che
C′ 
= B perché P3 
∈ r. Analogamente C 
= A′ perché P4 
∈ r e C 
= B′ per lo stesso
motivo. Pertanto le quaterne A,B,C,C′ e A′,B′,C′,C sono formate da punti distinti
tra loro, il che consente di utilizzare (b), in base al quale per concludere è sufficiente
provare che β(A,B,C,C′) = β(A′,B′,C′,C).

Siano g : r → s23 la prospettività di centro P1 e h : s23 → r la prospettività
di centro P4. Per costruzione, g porta i punti A,B,C,C′ ordinatamente nei punti
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C′
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Figura 2.10. Esercizio 2.36, punto (c): il caso in cui Z �∈ r
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P2,P3,Z ,C′, e h portaP2,P3,Z ,C′ ordinatamente nei puntiB′,A′,C,C′. Si ha allora

β(A,B,C,C′) = β(h(g(A)), h(g(B)), h(g(C)), h(g(C′))) =
= β(B′,A′,C,C′) = β(A′,B′,C′,C),

dove la prima uguaglianza è dovuta all’invarianza del birapporto rispetto alle tra-
sformazioni proiettive, e l’ultima uguaglianza è dovuta alle simmetrie del birapporto
(cfr. 1.5.2). La dimostrazione è cosı̀ conclusa.

Nel caso in cui Z ∈ r ma T 
∈ r, si ha B 
= B′; ragionando come sopra,
si verifica che le quaterne A,C,B,B′ e A′,C′,B′,B sono formate da punti distinti
tra loro. Per quanto visto in (b), per concludere è dunque sufficiente provare che
β(A,C,B,B′) = β(A′,C′,B′,B) e questo può essere provato come sopra usando
prima la prospettività da r suL(P2,P4) di centroP1 e poi la prospettività daL(P2,P4)
su r di centro P3.

Se infine r passa sia per Z che per T , allora necessariamente W 
∈ r perché
altrimenti W,T ,Z sarebbero allineati. Una opportuna modifica del procedimento
usato sopra consente allora di concludere la dimostrazione anche in questo caso.

Nota. Chiamiamo quadrilatero di P2(K) un insieme (non ordinato) di 4 punti del
piano in posizione generale, detti vertici. Una coppia di lati opposti di un quadrilatero
Q è una coppia di rette la cui unione contiene i 4 vertici di Q (si osservi che ogni
quadrilatero ha esattamente tre coppie di lati opposti).

Sia r una retta che non contiene alcun vertice di Q, e si osservi che l’unione di
ciascuna coppia di lati opposti di Q interseca r in due punti. Il punto (c) dell’Eserci-
zio 2.36 può essere riformulato come segue: esiste un’involuzione di r che scambia
tra loro i punti di ciascuna coppia individuata su r da una coppia di lati opposti di Q.

Esercizio 2.37

Sia P(V) uno spazio proiettivo di dimensione n e siano S1, S2 iperpiani distinti di
P(V). Si mostri che un isomorfismo proiettivo f : S1 → S2 è una prospettività se e
solo se f (A) = A per ogni A ∈ S1 ∩ S2.

Soluzione 1 È sufficientemostrare che, se f : S1 → S2 è un isomorfismoproiettivo
la cui restrizione a S1 ∩ S2 è l’identità, allora f è una prospettività. Scegliamo due
punti P1,P2 ∈ S1 \ (S1 ∩ S2), poniamo Q1 = f (P1), Q2 = f (P2) e indichiamo con
A il punto di intersezione della retta L(P1,P2) con il sottospazio S1 ∩ S2. Poiché
f conserva le relazioni di allineamento tra punti e, per ipotesi, vale f (A) = A, il
punto A è allineato con Q1 e Q2. Quindi lo spazio L(P1,P2,Q1,Q2) è un piano, e
le rette L(P1,Q1) e L(P2,Q2) si intersecano in un punto O. È immediato verificare
che O non appartiene all’insieme S1 ∪ S2; si può quindi considerare la prospettività
g : S1 → S2 di centro O. Gli isomorfismi proiettivi f e g assumono gli stessi valori in
P1, in P2 e in tutti i punti di S1∩S2. Si ha pertanto f = g per ilTeorema fondamentale
delle trasformazioni proiettive.



2. Esercizi e soluzioni 93

Soluzione 2 È possibile dimostrare l’enunciato per via analitica, scegliendo un
sistema di coordinate proiettive x0, . . . , xn tale che S1 sia l’iperpiano xn = 0 e S2

sia l’iperpiano xn−1 = 0. Usando la condizione che la restrizione di f al sottospazio
xn−1 = xn = 0 è l’identità, è facile vedere che f ha la forma [x0, . . . , xn−1, 0] �→
[x0 + a0xn−1, . . . , xn−2 + an−2xn−1, 0, anxn−1], dove a0, . . . an−2 ∈ K e an ∈
K∗. Si può quindi verificare direttamente che f è la prospettività di centro O =
[a0, . . . , an−2,−1, an].

Nota. L’Esercizio 2.37 estende al caso di dimensione generica l’enunciato del pun-
to (a) dell’Esercizio 2.31, che caratterizzava le prospettività tra rette del piano.

K Esercizio 2.38

Siano S1, S2 piani distinti di P3(K). Si dimostri che ogni isomorfismo proiettivo
f : S1 → S2 è composizione di al più tre prospettività.

Soluzione Sia r1 = S1∩S2 e sia A un punto di S1 \ r1 tale che il punto A′ = f (A)
non stia in r1 (cfr. Fig. 2.11). Sia S3 un piano passante per A′ diverso da S2 e
non contenente A e sia O1 un punto della retta L(A,A′) diverso da A e da A′. Se
π1 : S3 → S1 è la prospettività di centro O1, allora g1 = f ◦ π1 : S3 → S2 è un
isomorfismo proiettivo, A′ ∈ r2 = S3 ∩ S2 e g1(A′) = A′.

A O1
r2

S2

r1

l

S4

A′

g1(l)

S2

O2

r2

lS5

g1(l)

O2
S3

S3

S3
S1

A′

S2

Figura 2.11. A sinistra: in alto, la costruzione di g1; in basso, la scelta di l e la costruzione di
S4. A destra: la scelta di S5 e la conclusione della dimostrazione
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Sia l una retta contenuta in S3, passante per A′ e diversa da r2. Poiché il punto
A′ è fisso per g1, la retta l viene trasformata da g1 in una retta passante per A′. Sia
dunque S4 il piano contenente le rette l e g1(l), cosı̀ che l = S3 ∩ S4. Per quanto
visto nell’Esercizio 2.31, g1|l è una prospettività di centro un punto O2 ∈ S4 tale che
O2 
∈ S3.

Sia ora S5 un piano contenente la retta g1(l) e diverso sia da S2 che da S4, e
si consideri la prospettività π2 : S5 → S3 di centro O2. Allora g1 ◦ π2 : S5 → S2

è un isomorfismo proiettivo per il quale tutti i punti della retta g1(l) = S5 ∩ S2

sono fissi. Per quanto provato nell’Esercizio 2.37 esiste una prospettività π3 tale che
g1 ◦ π2 = π3, e dunque f ◦ π1 ◦ π2 = π3, da cui segue la tesi, dato che l’inversa di
una prospettività è ancora una prospettività.

Esercizio 2.39

Siano r, s ⊂ P3(K) rette sghembe, e sia f : r → s un isomorfismo proiettivo. Si
mostri che esistono infinite rette l tali che f coincida con la prospettività di centro l.

Soluzione Sia P ∈ r, e sia t = L(P, f (P)). Mostreremo che per ogni Q ∈
t \{P, f (P)} esiste una retta lQ passante per Q, sghemba sia rispetto a r sia rispetto a
s, tale che f coincide con la prospettività di centro lQ.Al variare di Q ∈ t \{P, f (P)},
le rette lQ sono a due distinte tra loro, da cui la tesi.

Fissiamo Q ∈ t \ {P, f (P)}, e siano P′,P′′ ∈ r \ {P}, con P′ 
= P′′. Siano
t′ = L(P′, f (P′)), t′′ = L(P′′, f (P′′)) (cfr. Fig. 2.12). Se t′, t′′ non fossero sghembe,
P′,P′′, f (P′), f (P′′) sarebbero complanari, per cui r, s sarebbero complanari, il che
è assurdo. Analogamente, t è sghemba sia rispetto a t′, sia rispetto a t′′, per cui
Q 
∈ t′ ∪ t′′. Per quanto visto nell’Esercizio 2.8, esiste un’unica retta lQ che passa
per Q e che interseca sia t′ sia t′′. Se esistesse un piano S tale che lQ ∪ r ⊂ S (oppure
tale che lQ ∪ s ⊂ S), le rette t′, t′′ conterrebbero ciascuna almeno due punti di S, e

r

s
P

P′

f (P′)

P′′

f (P′′) Q

f (P)

lQ

t′′

t′

Figura 2.12. La costruzione descritta nella soluzione dell’Esercizio 2.39
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sarebbero pertanto complanari, il che è assurdo. Dunque lQ è sghemba sia rispetto a
r, sia rispetto a s. Ora, per costruzione la prospettività da r su s di centro lQ porta P
in f (P), P′ in f (P′) e P′′ in f (P′′). Per il Teorema fondamentale delle trasformazioni
proiettive, se ne deduce che tale prospettività coincide con f , da cui la tesi.

Nota. È possibile dare una soluzione alternativa dell’Esercizio 2.39 seguendo la
strategia descritta nella nota che segue l’Esercizio 4.59.

Esercizio 2.40

Siano P1 e P2 due punti distinti di P2(K) e siano F1,F2 i fasci di rette di centro
rispettivamente P1 e P2. Sia infine f : F1 → F2 una funzione. Si mostri che sono
fatti equivalenti:

(i) f è un isomorfismo proiettivo tale che f (L(P1,P2)) = L(P1,P2);
(ii) esiste una retta r non passante per P1 né per P2 tale che f (s) = L(s ∩ r,P2)

per ogni s ∈ F1.

Soluzione (i)⇒ (ii).Tramite la corrispondenza di dualità (cfr. 1.4.2), i fasciF1,F2

corrispondono a rette l1, l2 dello spazio proiettivo duale P2(K)∗. Inoltre, l’isomorfi-
smo proiettivo f : F1 → F2 induce l’isomorfismo proiettivo duale f∗ : l1 → l2. La
condizione f (L(P1,P2)) = L(P1,P2) si traduce allora nel fatto che f∗ fissa il punto
di intersezione di l1 e l2, e ciò implica che f∗ è una prospettività (cfr. Esercizio 2.31).
Se R ∈ P2(K)∗ è il centro di tale prospettività, sia r ⊂ P2(K) la retta corrispondente
a R via dualità. Poiché R 
∈ l1 ∪ l2 si ha che P1 
∈ r e P2 
∈ r, e dal fatto che
f∗(Q) = L(R,Q) ∩ l2 per ogni Q ∈ l1 si deduce che f (s) = L(P2, r ∩ s) per ogni
s ∈ F1, come voluto.

(ii)⇒ (i). Per i = 1, 2, sia gi : Fi → r la mappa definita da gi(s) = s ∩ r. Per
quanto visto nell’Esercizio 2.32 e Nota successiva, la mappa gi è un ben definito
isomorfismo proiettivo. Ne segue che f = g−1

2 ◦ g1 è un isomorfismo proiettivo.
Il fatto che si abbia f (L(P1,P2)) = L(P1,P2) è un’immediata conseguenza della
definizione di f .

Esercizio 2.41

Si considerino in P2(R) il punto P = [1, 2, 1] e le rette:

l1 = {x0 + x1 = 0}, m1 = {x0 + 3x2 = 0},
l2 = {x0 − x1 = 0}, m2 = {x2 = 0},
l3 = {x0 + 2x1 = 0}, m3 = {3x0 + x2 = 0}.

Si determinino i punti Q ∈ P2(R) per cui esista una proiettività f : P2(R)→ P2(R)
tale che f (P) = Q e f (li) = mi per i = 1, 2, 3.



96 2. Esercizi sugli spazi proiettivi

Soluzione Osserviamo innanzi tutto che le rette l1, l2, l3 (risp. m1,m2,m3) ap-
partengono al fascio FO di centro O = [0, 0, 1] (risp. al fascio FO′ di centro
O′ = [0, 1, 0]). Sia r = L(O,P) = {2x0 − x1 = 0}.

Supponiamo ora che f sia una proiettività con f (li) = mi per ogni i = 1, 2, 3.
Allora f (O) = O′, e la proiettività duale indotta da f induce un isomorfismo proiet-
tivo tra FO e FO′ che porta li in mi per i = 1, 2, 3. Dunque, se r′ = f (r), avremo
β(l1, l2, l3, r) = β(f (l1), f (l2), f (l3), f (r)) = β(m1,m2,m3, r′) (cfr. 1.5.1 per defi-
nizione e proprietà del birapporto di rette concorrenti). Ora, fissiamo su FO (risp. su
FO′) un sistema di riferimento proiettivo per cui alla retta di equazione ax0+bx1 = 0
(risp. alla retta di equazione ax0 + bx2 = 0) corrispondano coordinate omogenee
[a, b]. Fatte tali scelte, le rette l1, l2, l3, r ∈ FO hanno coordinate rispettivamente
[1, 1], [1,−1], [1, 2], [2,−1], per cui β(l1, l2, l3, r) = −9. D’altronde, se [a0, b0] sono
le coordinate di r′ inFO′ , poichém1,m2,m3 ∈ FO′ hanno rispettivamente coordinate
[1, 3], [0, 1], [3, 1], si deve avere

−9 = β([1, 3], [0, 1], [3, 1], [a0, b0]) =
1 · b0 − 3 · a0

1 · 1− 3 · 3 · 3 · 1− 0 · 3
a0 · 1− b0 · 0

,

da cui [a0, b0] = [1, 27] e r′ = {x0 + 27x2 = 0}. Ne segue che f (P) ∈ f (r) = r ′.
Inoltre, essendo f iniettiva, f (P) 
= f (O), per cui f (P) ∈ r′ \ {O′}.

Sia ora Q ∈ r ′\{O′}, e mostriamo che esiste una proiettività f : P2(R)→ P2(R)
tale che f (li) = mi per i = 1, 2, 3 e f (P) = Q. Sia allora A1 un punto di l1 distinto
da O, e sia A2 un punto di l2 distinto da O e da l2 ∩L(A1,P). Per costruzione, i punti
O,A1,A2,P formano un sistema di riferimento proiettivo di P2(R). Analogamente,
scelti B1 ∈ m1 \{O} e B2 ∈ m2 \ ({O′}∪L(B1,Q)) i punti O′,B1,B2,Q formano un
sistema di riferimento proiettivo diP2(R). Sia f : P2(R) → P2(R) l’unica proiettività
tale che f (O) = O′, f (A1) = B1, f (A2) = B2, f (P) = Q. Poiché f trasforma rette
in rette si ha ovviamente f (l1) = m1, f (l2) = m2, per cui per concludere basta ora
provare che f (l3) = m3.

La proiettività duale f∗ indotta da f porta FO in FO′ e verifica f∗(l1) = m1,
f∗(l2) = m2, f∗(r) = r′, per cui grazie all’invarianza del birapporto per isomorfismi
proiettivi si ha

β(m1,m2,m3, r′) = β(l1, l2, l3, r) =
= β(f∗(l1), f∗(l2), f∗(l3), f∗(r)) = β(m1,m2, f∗(l3), r ′)

e f (l3) = m3 come voluto.

Esercizio 2.42

Si considerino su P2(R) le rette l1, l2, l3 di equazione rispettivamente x2 = 0, x2 −
x1 = 0, x2 − 2x1 = 0 e la retta l4 di equazione α(x0 − x1) + x2 − 4x1 = 0 con
α ∈ R. Si considerino inoltre le rette m1,m2,m3,m4 di equazione rispettivamente
x1 = 0, x1 − x0 = 0, x0 = 0, x1 − γx0 = 0 con γ ∈ R.

Si dica per quali valori di α e γ esiste una proiettività f di P2(R) tale che
f (li) = mi per i = 1, . . . , 4 e che trasformi la retta x0 = 0 nella retta x2 = 0.
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Dopo aver fissato α e γ in uno dei modi cosı̀ trovati, si scriva esplicitamente una
proiettività f con le proprietà richieste.

Soluzione 1 Come si osserva immediatamente, le rette l1, l2, l3 sono concorrenti
nel punto R = [1, 0, 0], mentre le rette m1,m2,m3,m4 sono concorrenti nel punto
S = [0, 0, 1]. Una prima condizione necessaria perché f esista è quindi che anche l4
passi per R, ossia che α = 0.

Inoltre, se f esiste, la sua restrizione alla retta r = {x0 = 0} è una pro-
iettività tra r e la retta s = {x2 = 0}. Osserviamo che r interseca le rette li,
i = 1, . . . , 4, rispettivamente nei punti P1 = [0, 1, 0], P2 = [0, 1, 1], P3 = [0, 1, 2],
P4 = [0, 1, 4] e che s interseca le rette mi, i = 1, . . . , 4, rispettivamente nei pun-
ti Q1 = [1, 0, 0], Q2 = [1, 1, 0], Q3 = [0, 1, 0], Q4 = [1, γ, 0]. Dunque, se f
esiste, la restrizionef |r : r → s è un isomorfismo proiettivo tale che f (Pi) = Qi

per i = 1, . . . , 4, e il birapporto β(P1,P2,P3,P4) deve coincidere con il birappor-

to β(Q1,Q2,Q3,Q4). Con facili calcoli si ricava che β(P1,P2,P3,P4) = 2
3 e che

β(Q1,Q2,Q3,Q4) = γ
γ − 1 . Pertanto, imponendo γ

γ − 1 = 2
3 , si ottiene la ulteriore

condizione necessaria γ = −2.
Osserviamo che le condizioni α = 0 e γ = −2 sono anche sufficienti perché

esista f con le proprietà richieste. Infatti se γ = −2 esiste (unica) una proiettività
g : r → s tale che g(Pi) = Qi per i = 1, . . . , 4. Poniamo su r, s i sistemi di coordinate
omogenee [x1, x2], [x0, x1], e sia B una matrice invertibile 2 × 2 che rappresenta g

rispetto a tali sistemi di coordinate. Allora, la matrice A =

⎛⎝ 0
0

B

1 0 0

⎞⎠
rappresenta (rispetto al sistema di coordinate omogenee standard su P2(R)) una
proiettività f con le proprietà richieste.

Costruiamo ora g tale che g([1, 0]) = [1, 0], g([1, 1]) = [1, 1], g([1, 2]) = [0, 1].
In talmodo g(Pi) = Qi per i = 1, . . . , 3 e quindi, a causa della condizione imposta sui
birapporti, anche g(P4) = Q4. Con facili calcoli si ricava che una matrice associata

alla proiettività g è B =
(

2 −1
0 1

)
. Pertanto la proiettività di P2(R) associata alla

matrice A =

⎛⎝ 0 2 −1
0 0 1
1 0 0

⎞⎠ verifica la tesi.

Osserviamo che, dopo aver trovato le condizioni necessarie α = 0 e γ = −2,
si può anche direttamente costruire f nel modo seguente. Sia U un punto della retta
l3 distinto da R e da P3, ad esempio U = [1, 1, 2] e sia V un punto della retta m3

distinto da S e daQ3, ad esempioV = [0, 1, 1]. PoichéR,P1,P2,U e S,Q1,Q2,V sono
due quaterne di punti in posizione generale, esiste un’unica proiettività f di P2(R)
che trasforma i primi quattro punti ordinatamente nei secondi quattro punti. Poiché
r = L(P1,P2) e l3 = L(R,U), segue immediatamente che f (r) = L(Q1,Q2) = s e
che f (l3) = L(S,V) = m3. Siccome P3 = r ∩ l3 e Q3 = s ∩ m3, si ha quindi che
f (P3) = Q3. Infine risulta automaticamente f (P4) = Q4 per la condizione imposta
sull’uguaglianza dei birapporti.
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Soluzione 2 Interpretando una retta di P2(R) come un punto dello spazio duale
P2(R)∗, le rette assegnate dall’esercizio corrispondono ai punti

L1 = [0, 0, 1], L2 = [0,−1, 1], L3 = [0,−2, 1], L4 = [α,−α− 4, 1], R = [1, 0, 0]

M 1 = [0, 1, 0], M 2 = [−1, 1, 0], M 3 = [1, 0, 0], M 4 = [−γ, 1, 0], S = [0, 0, 1].

Si cerca quindi una proiettività g di P2(R)∗ tale che g(Li) = Mi per i = 1, . . . , 4 e
g(R) = S. PoichéM 1,M 2,M 3,M 4 sono allineati (corrispondono a rette di un fascio),
anche L1,L2,L3,L4 devono essere allineati e ciò accade solo se α = 0. Inoltre
affinché esista g tale che g(Li) = Mi per i = 1, . . . , 4 è necessario (e sufficiente)
che il birapporto β(L1,L2,L3,L4) coincida con il birapporto β(M 1,M 2,M 3,M 4); si
verifica che ciò accade solo se γ = −2.

Con facili calcoli (simili a quelli della soluzione (1)) si vede che la proiettività

g associata ad esempio alla matrice H =

⎛⎝ 0 1 0
0 1 2
1 0 0

⎞⎠ è tale che g(Li) = Mi per

i = 1, . . . , 4 e g(R) = S.
Tornando in P2(R) via dualità, e quindi reinterpretando i punti di P2(R)∗ come

rette di P2(R), la matrice tH−1 =

⎛⎜⎝ 0 1 −1
2

0 0 1
2

1 0 0

⎞⎟⎠ induce allora una proiettività

che soddisfa tutte le richieste dell’esercizio.

Esercizio 2.43

(a) Siano r, s rette distinte di P2(K) uscenti da un punto A. Siano B,C,D punti di r
distinti tra loro e diversi da A, e B′,C′,D′ punti di s distinti tra loro e diversi da
A. Si provi che le rette L(B,B′), L(C,C′), L(D,D′) si incontrano in un punto se
e solo se β(A,B,C,D) = β(A,B′,C′,D′).

(b) Siano A,B punti distinti di una retta r di P2(K). Siano r1, r2, r3 rette distinte
uscenti da A e diverse da r, e s1, s2, s3 rette distinte uscenti da B e diverse
da r. Si provi che i punti r1 ∩ s1, r2 ∩ s2, r3 ∩ s3 sono allineati se e solo se
β(r, r1, r2, r3) = β(r, s1, s2, s3).

(c) Siano A,B punti distinti di P2(K) e sia FA (risp. FB) il fascio di rette di centro
A (risp. B). Sia f : FA → FB un isomorfismo proiettivo tale che f (L(A,B)) =
L(A,B). Si provi che l’insieme

Q =
⋃

s∈FA

s ∩ f (s)

è unione di due rette distinte.

Soluzione (a) Denotiamo con O il punto in cui le rette distinte L(B,B′) e L(C,C′)
si intersecano; è immediato verificare che O 
∈ r ∪ s. Sia ϕO : r → s la prospetti-
vità di centro O, che trasforma i punti A,B,C rispettivamente nei punti A,B′,C′.
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Poiché il birapporto si conserva per isomorfismi proiettivi, si ha β(A,B,C,D) =
β(A,B′,C′,ϕO(D)). Allora β(A,B,C,D) = β(A,B′,C′,D′) se e solo se ϕO(D) =
D′, ossia se e solo se L(D,D′) passa per O.

(b)Via dualità, le rette del fascio di centro A (risp.B) costituiscono una retta nello
spazio proiettivo duale. Usando tale osservazione, si vede subito che l’enunciato è
la versione dualizzata del punto (a) e dunque la tesi vale per il Principio di dualità
(cfr. Teorema 1.4.1).

(c) Poiché per ipotesi f (L(A,B)) = L(A,B), si ha subito che L(A,B) ⊆ Q. Siano
r1, r2 due rette distinte uscenti da A e distinte da L(A,B). Si osservi che ri 
= f (ri)
per i = 1, 2, e che r1 ∩ f (r1), r2 ∩ f (r2) sono punti distinti. Se denotiamo con t la
retta congiungente i punti r1 ∩ f (r1) e r2 ∩ f (r2), per il punto (b) sappiamo che, per
ogni r ∈ FA \ {L(A,B)}, il punto r ∩ f (r) appartiene a t e dunqueQ ⊆ L(A,B)∪ t.
D’altra parte, per ogni P ∈ t, posto l = L(A,P), si ha che f (l) è una retta uscente
da B tale che f (l) ∩ l ∈ t e dunque f (l) ∩ l = P. Questo prova che ogni punto di t
sta in Q e dunque Q = L(A,B) ∪ t.

Nota. È possibile dare, di (c), una dimostrazione lievemente diversa, basata sulla
dualità. Infatti, per quanto dimostrato nell’Esercizio 2.40, se f : FA → FB è un iso-
morfismo proiettivo tale che f (L(A,B)) = L(A,B), allora esiste una retta l ⊆ P2(C)
non contentente né A né B tale che f (s) = L(B, l ∩ s) per ogni s ∈ FA . Ciò mostra
che, se s ∈ FA è distinta da r = L(A,B), allora s∩ f (s) = l∩ s, per cui in particolare
s∩ f (s) ⊂ l. È ora facile mostrare, come sopra descritto, che si ha in effettiQ = l∪r.

Esercizio 2.44 (Luoghi invarianti delle proiettività del piano proiettivo)

Sia f una proiettività di P2(K), con K = C o K = R. Si determinino le possibili
configurazioni di punti fissi, rette invarianti, assi (un asse è una retta invariante
formata da punti fissi) e centri (un centro è un punto fisso tale che ogni retta passante
per tale punto è invariante) di f .

Soluzione Se K = C, in un opportuno sistema di coordinate omogenee la pro-
iettività f sarà rappresentata da una delle seguenti matrici di Jordan (in proposito, si
veda anche 1.5.3):

(a) A =

⎛⎝ 1 0 0
0 λ 0
0 0 μ

⎞⎠ con λ,μ ∈ K \ {0, 1}, λ 
= μ;

(b) A =

⎛⎝ 1 0 0
0 1 0
0 0 λ

⎞⎠ con λ ∈ K \ {0, 1};

(c) A =

⎛⎝ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞⎠;
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(d) A =

⎛⎝ 1 1 0
0 1 0
0 0 λ

⎞⎠ con λ ∈ K \ {0, 1};

(e) A =

⎛⎝ 1 1 0
0 1 0
0 0 1

⎞⎠;

(f) A =

⎛⎝ 1 1 0
0 1 1
0 0 1

⎞⎠.

Sia oraK = R. Se una (e quindi ogni) matrice che rappresenta f ha tutti gli autovalori
reali, allora in un opportuno sistema di coordinate omogenee di P2(R) la proiettività
f è rappresentata da una delle matrici appena elencate. Altrimenti, ogni matrice che
rappresenta f ha un autovalore reale e due autovalori complessi non reali e coniugati.
In questo caso, esiste un sistema di coordinate omogenee di P2(R) rispetto al quale
f è rappresentata dalla matrice:

(g) A =

⎛⎝ a −b 0
b a 0
0 0 1

⎞⎠ con a ∈ R, b ∈ R∗.

Esaminiamo i vari casi dal punto di vista dei punti fissi, delle rette invarianti,
degli assi e dei centri.

Ricordiamo che P = [X ] è un punto fisso per f se e solo se X è autovettore per A,
e che una retta r di equazione tCX = 0 è invariante per f se e solo se C è autovettore
per la matrice tA (cfr. 1.4.5).

Esaminiamo dunque i vari casi, convenendo di porreP0 = [1, 0, 0],P1 = [0, 1, 0],
P2 = [0, 0, 1] e di denotare con ri la retta di equazione xi = 0 per i = 0, 1, 2.

Caso (a). La matrice A ha come autospazi le rette generate dai vettori (1, 0, 0),
(0, 1, 0), (0, 0, 1), pertanto f ha tre punti fissi, e cioè i punti P0,P1,P2. Inoltre ci sono
tre rette invarianti e cioè r0, r1, r2. Osserviamo che f |ri è una proiettività iperbolica
di ri per i = 0, 1, 2.

Caso (b). Gli autovettori della matrice A sono di tipo (0, 0, c) o (a, b, 0), pertanto
P2 è punto fisso e la retta r2 è composta di punti fissi, cioè è un asse. Ogni retta che
passa per P2 ha equazione ax0 + bx1 = 0; poiché (a, b, 0) è autovettore per tA = A,
tutte le rette per P2 sono invarianti e dunque P2 è un centro. Riassumendo, abbiamo
un centro P2 e un asse r2 tali che P2 
∈ r2.

Caso (c). In questo caso f è l’identità e dunque tutti i punti sono centri e tutte le
rette sono assi.

Caso (d). Ragionando come sopra, vediamo che f ha due punti fissi P0 e P2 e due
rette invarianti, precisamente le rette r1 e r2. Non vi sono perciò né centri né assi.
Notiamo che f |r1 è una proiettività iperbolica e che f |r2 è una proiettività parabolica.

Caso (e). Gli autovettori di A sono del tipo (a, 0, b) e quindi la retta r1 è un asse.
Inoltre gli autovettori di tA sono di tipo (0, a, b) per cui tutte le rette di equazione
ax1+bx2 = 0 sono invarianti; poiché tali rette costituiscono il fascio di rette di centro
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P0, risulta che P0 è un centro. Notiamo che in questo caso il centro P0 appartiene
all’asse r1.

Caso (f). Esiste un unico punto fissoP0 e, esaminando tA, un’unica retta invariante
r2. Osserviamo che il punto fisso P0 appartiene alla retta invariante r2 e che f |r2 è
una proiettività parabolica.

Caso (g). Ricordiamo che questa situazione si presenta solo se K = R e se A ha
un autovalore reale e due autovalori complessi coniugati. Di conseguenza f ha P2

come unico punto fisso e r2 come retta invariante (che non contiene il punto fisso
P2); inoltre la restrizione f |r2 è una proiettività ellittica.

Nota. La soluzione dell’Esercizio 2.44 mostra che le proiettività di P2(K) possono
essere ripartite in 6 (nel caso K = C) o 7 (nel caso K = R) famiglie disgiunte, a
seconda del numero di punti fissi, di rette invarianti, di centri, di assi e delle relative
relazioni di appartenenza. Tali famiglie sono classificate dalla forma di Jordan (nel
caso K = C) o “forma di Jordan reale” (nel caso K = R) delle matrici associate.

Esercizio 2.45

Siano P = [1, 1, 1] e l = {x0 + x1 − 2x2 = 0} un punto ed una retta di P2(R). Si
costruisca esplicitamente una proiettività f : P2(R) → P2(R) tale che f (l) = l e
che abbia P come unico punto fisso.

Soluzione Seg è la proiettività diP2(R) indotta dallamatriceB =

⎛⎝ 1 1 0
0 1 1
0 0 1

⎞⎠,

allora [1, 0, 0] è l’unico punto fisso di g, ed è contenuto nella retta {x2 = 0}, che
è invariante rispetto a g (cfr. Esercizio 2.44). Pertanto, se h : P2(R) → P2(R) è
una proiettività tale che h([1, 0, 0]) = P, h({x2 = 0}) = l, allora l’applicazione
h ◦ g ◦ h−1 fornisce la proiettività richiesta.

Poiché l = P(W), dove W ⊆ R3 è il sottospazio vettoriale generato da (1, 1, 1)
e (2, 0, 1), una tale proiettività h è indotta ad esempio dalla matrice invertibile A =⎛⎝1 2 1
1 0 0
1 1 0

⎞⎠. Poiché A−1 =

⎛⎝0 1 0
0 −1 1
1 1 −2

⎞⎠, si ha ABA−1 =

⎛⎝3 1 −3
0 0 1
1 0 0

⎞⎠, per

cui si può porre f ([x0, x1, x2]) = [3x0 + x1 − 3x2, x2, x0].

Esercizio 2.46

Si considerino in P2(R) i punti

P1 = [1, 0, 0], P2 = [0, 1, 0], P3 = [0, 0, 1], P4 = [1, 1, 1],

Q1 = [1,−1,−1], Q2 = [1, 3, 1], Q3 = [1, 1,−1], Q4 = [1, 1, 1].

(a) Si costruisca una proiettività f di P2(R) tale che f (Pi) = Qi per i = 1, 2, 3, 4 e
si dica se è unica.

(b) Si determinino tutte le rette di P2(R) invarianti per f .
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Soluzione (a) I punti P1,P2,P3,P4 sono in posizione generale, e definiscono
pertanto un sistema di riferimento proiettivo, una cui base normalizzata associata
è {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}. Analogamente, un semplice conto mostra che anche
Q1,Q2,Q3,Q4 definiscono un sistema di riferimento proiettivo, una cui base norma-
lizzata associata è {(1,−1,−1), (1, 3, 1), (−1,−1, 1)}. Per il Teorema fondamentale
delle trasformazioni proiettive, esiste allora un’unica proiettività f che verifichi le
proprietà richieste, e tale f è indotta dall’applicazione lineare definita dalla matrice

B =

⎛⎝ 1 1 −1
−1 3 −1
−1 1 1

⎞⎠ .

(b) Un semplice calcolo mostra che il polinomio caratteristico di B è dato da
(2 − t)2(1 − t). L’autospazio di B relativo all’autovalore 2 ha dimensione due, e,
poste su R3 coordinate (x0, x1, x2), ha equazione x0 − x1 + x2 = 0. L’autospazio
di B relativo all’autovalore 1 ha dimensione uno ed è generato da v = (1, 1, 1).
Come visto nell’Esercizio 2.44, ne segue che, detta r la retta di P2(R) di equazione
x0 − x1 + x2 = 0 e posto P = [1, 1, 1] = [v] ∈ P2(R), la retta r è costituita da punti
fissi per f , e una retta di P2(R) diversa da r è f -invariante se e solo se passa per P.

Esercizio 2.47

Si considerino in P2(R) i punti

P1 = [1, 0, 0], P2 = [0,−1, 1], P3 = [0, 0,−1], P4 = [1,−1, 2],

Q1 = [3, 1,−1], Q2 = [−1,−3, 3], Q3 = [−1, 1, 3], Q4 = [1,−1, 5].

(a) Si costruisca, se esiste, una proiettività f di P2(R) tale che f (Pi) = Qi per
i = 1, 2, 3, 4 e si dica se è unica.

(b) Si verifichi che f ha un punto fisso P e una retta r di punti fissi tali che P 
∈ r.
(c) Sia s una retta passante per P e sia Q = s ∩ r. Si provi che il birapporto

β(P,Q,R, f (R)) è costante al variare di R ∈ s \ {P,Q} e di s nel fascio di rette
di centro P.

Soluzione È facile verificare che i punti P1,P2,P3,P4 definiscono un sistema
di riferimento proiettivo di P2(R) una cui base normalizzata associata è data da
v1 = (1, 0, 0), v2 = (0,−1, 1), v3 = (0, 0, 1). Inoltre, i punti Q1,Q2,Q3,Q4 de-
finiscono un sistema di riferimento proiettivo di P2(R) una cui base normalizzata
associata è data da w1 = (3, 1,−1), w2 = (−1,−3, 3), w3 = (−1, 1, 3). Perciò, per
il Teorema fondamentale delle trasformazioni proiettive eisste un’unica proiettività
f di P2(R) tale che f (Pi) = Qi per i = 1, 2, 3, 4, e tale proiettività è indotta ad
esempio dall’applicazione lineare ϕ : R3 → R3 tale che ϕ(vi) = wi per i = 1, 2, 3.
Poiché (0, 1, 0) = −v2 + v3 e −w2 + w3 = (0, 4, 0), l’applicazione ϕ è rappre-

sentata, rispetto alla base canonica di R3, dalla matrice A =

⎛⎝ 3 0 −1
1 4 1
−1 0 3

⎞⎠,
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che ha polinomio caratteristico (4 − t)2(2 − t). È inoltre immediato verificare
che dimker(A − 4I) = 2, per cui ϕ ammette un autospazio V4 di dimensione
2 relativo all’autovalore 4, ed un autospazio V2 di dimensione 1 relativo all’au-
tovalore 2. Ne segue che P = P(V2) e r = P(V4) sono il punto e la retta ri-
chiesti in (b). È inoltre facile verificare che P = [1,−1, 1] e che r ha equazione
x0 + x2 = 0.

Sia ora Q ∈ r. Per quanto visto in 1.5.4, poiché P = [v], dove v è un autovettore
di ϕ relativo all’autovalore 2, e Q = [w], dove w è un autovettore di ϕ relativo
all’autovalore 4, per ogni R ∈ L(P,Q) \ {P,Q} si ha β(P,Q,R, f (R)) = 4/2 = 2.

Esercizio 2.48

Siano r, s rette distinte diP2(R) e sia R = r∩s. Siano A,B,C punti distinti di r\{R},
e sia g : r → r l’unica proiettività tale che g(A) = A, g(R) = R e g(B) = C. Per
ogni P ∈ P2(R) \ r, sia t(P) = L(B,P) ∩ s, e sia h(P) = L(C, t(P)) ∩ L(A,P).

(a) Si provi che esiste un’unica proiettività f : P2(R) → P2(R) tale che f |P2(R)\r = h
e f |r = g.

(b) Si determinino i punti fissi di f .
(c) Si provi che f è una involuzione se e solo β(A,R,B,C) = −1.

Soluzione Se M ,N sono due punti distinti di s \ {R}, i punti A,B,M ,N formano
un sistema di riferimento proiettivo di P2(R). Sia fissato d’ora in poi il sistema di
coordinate omogenee indotto da tale riferimento.Avremo A = [1, 0, 0], B = [0, 1, 0],
r = {x2 = 0}, s = {x0 = x1}, R = [1, 1, 0], C = [1,β, 0], con β 
= 0, 1.

(a) Sia P ∈ P2(R) \ r. Allora P = [a, b, c] con c 
= 0. La retta L(B,P) ha
equazione cx0 − ax2 = 0, per cui t(P) = L(B,P) ∩ s = [a, a, c]. Perciò, la retta
L(C, t(P))ha equazione−cβx0+cx1+a(β−1)x2 = 0. PoichéL(A,P)ha equazione
cx1 − bx2 = 0, si ottiene dunque h(P) = [a(β − 1) + b,βb,βc].

P

C

h(P)

A

r

B
s

t(P)

R

Figura 2.13. La costruzione descritta nell’Esercizio 2.48
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Ne segue che h coincide su P2(R) \ r con la proiettività f : P2(R)→ P2(R) che,

nelle coordinate scelte, si rappresenta tramite lamatrice invertibile

⎛⎝β − 1 1 0
0 β 0
0 0 β

⎞⎠.

Perciò, per provare (a) basta ora mostrare che f |r = g. D’altronde, poiché
f ([x0, x1, x2]) = [(β − 1)x0 + x1,βx1,βx2] per ogni [x0, x1, x2] ∈ P2(R), si ha
f (A) = f ([1, 0, 0]) = [1, 0, 0] = A, f (R) = f ([1, 1, 0]) = [1, 1, 0] = R e f (B) =
f ([0, 1, 0]) = [1,β, 0] = C, per cui f |r e g coincidono su tre punti distinti di r, e
dunque f |r = g.

(b) Se P ∈ s \ {R}, allora t(P) = P, e f (P) = h(P) = P. Inoltre, per quanto
visto in (a), si ha anche f (R) = R e f (A) = A. Dunque tutti i punti di s ∪ {A} sono
lasciati fissi da f . D’altronde, se esistesse M 
∈ s ∪ {A} con f (M) = M , allora f
dovrebbe essere l’identità (cfr. 1.2.5), il che è assurdo in quanto f (B) 
= B. Ne segue
che l’insieme di tutti e soli i punti fissi di f è dato da s ∪ {A}.

(c) Poiché f (A) = A, f (R) = R e f (B) = C, per quanto visto nell’Esercizio 2.23
si ha f 2|r = (f |r)2 = Idr se e solo se β(A,R,B,C) = −1. In particolare, dunque,
se f è un’involuzione allora β(A,R,B,C) = −1. Viceversa, supponiamo che sia
β(A,R,B,C) = −1. Allora f 2|r = Idr . D’altronde f |s = Ids per cui f 2|r∪s =
Idr∪s. Poiché come sopra ricordato il luogo dei punti fissi di una proiettività è dato
dall’unione di sottospazi a due a due sghembi (cfr. 1.2.5), ne segue che f 2 agisce
come l’identità su L(r, s) = P2(R), da cui la tesi.

Esercizio 2.49

Sia f : P2(K) → P2(K) una proiettività tale che f 2 = Id, f 
= Id.

(a) Si mostri che il luogo dei punti fissi di f è costituito da l ∪ {P}, dove l,P sono
rispettivamente una retta ed un punto di P2(K) con P 
∈ l.

(b) Si mostri che esiste una carta affine h : P2(K)\ l → K2 tale che h(f (h−1(v))) =
−v per ogni v ∈ K2.

Soluzione (a) Osserviamo preliminarmente che il polinomio minimo di un endo-
morfismo g di K3 non può essere irriducibile di grado due. Se cosı̀ fosse, infatti, g
non avrebbe autovalori. Tuttavia, il polinomio caratteristico di g, essendo diviso dal
polinomio minimo di g ed avendo grado 3, sarebbe diviso da un fattore lineare, ed
avrebbe pertanto una radice in K, il che darebbe una contraddizione.

Sia ora ϕ : K3 → K3 un’applicazione lineare che induce f , e sia m il polinomio
minimodiϕ. Poiché f 
= Id, il gradodim è almeno2.Mostriamochem è il prodotto di
due termini lineari non proporzionali. Per ipotesi esiste λ ∈ K∗ tale cheϕ2 = λ IdK3 .
Se λ non avesse radici quadrate in K, allora m, dovendo dividere t2 − λ, sarebbe
irriducibile di grado 2, il che è assurdo per quanto visto nel paragrafo precedente.
Sia allora α una radice quadrata di λ in K. Poiché m divide t2 − λ = (t −α)(t +α)
e ha grado maggiore o uguale a 2, si ha m = (t − α)(t + α). Si noti inoltre che,
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essendo α 
= 0 eK ⊆ C, si ha α 
= −α, per cui m è effettivamente il prodotto di due
fattori lineari non proporzionali.

Ne segue cheK3 si decompone come somma diretta di due autospazi W1,W2 per
ϕ di dimensione 1 e 2 rispettivamente. Posto P = P(W1), l = P(W2), si ha allora
P 
∈ l, ed il luogo dei punti fissi di f coincide con {P} ∪ l.

(b)A meno di sostituire ϕ con α−1ϕ o−α−1ϕ, possiamo supporre ϕ|W1 = IdW1

e ϕ|W2 = −IdW2 . Ora, se v1 ∈ W1 è un vettore non nullo e {v2, v3} è una base di W2,
allora {v1, v2, v3} è una base diK3. Nelle coordinate omogenee indotte su P2(K) da
{v1, v2, v3}, non è difficile mostrare che lamappa f assume la forma f ([x0, x1, x2]) =
[x0,−x1,−x2]. Rispetto a tali coordinate si ha inoltre l = P({x0 = 0}). Posto perciò
h : P2(K) \ l → K2, h[1, x , y] = (x , y), si ha infine h(f (h−1(v))) = −v per ogni
v ∈ K2.

Nota. Se K = C o K = R, sfruttando l’esistenza della forma di Jordan (o della
“forma di Jordan reale”) è possibile risolvere l’Esercizio 2.49 tramite un argomento
più semplice di quello sopra descritto (cfr. Esercizio 2.44).

K Esercizio 2.50

Sia f : P2(Q) → P2(Q) una proiettività tale che f 4 = Id, f 2 
= Id. Si determini il
numero di punti fissi di f .

Soluzione 1 Sia ϕ : Q3 → Q3 un’applicazione lineare che rappresenti f , e siano
m, p ∈ Q[t] rispettivamente il polinomio minimo ed il polinomio caratteristico di ϕ.
Poiché il luogo dei punti fissi di f coincide con la proiezione su P2(Q) dell’insieme
degli autovettori di ϕ, cerchiamo di determinare il numero e la dimensione degli
autospazi di ϕ, analizzando a questo scopo la fattorizzazione di m e di p .

Poiché f 4 = IdP2(Q), esiste λ ∈ Q∗ tale che ϕ4 = λ IdQ3 , per cui m divide t4−λ
in Q[t].

Dimostriamo cheλ è positivo. Se per assurdo λ fosse negativo, t4−λ non avrebbe
radici razionali, per cuiϕ non ammetterebbe autovalori. Dunque p non avrebbe radici
razionali per cui, avendo grado uguale a 3, sarebbe irriducibile. Per il Teorema di
Hamilton-Cayley, si avrebbe allora m = p , per cui m avrebbe grado 3. Perciò t4−λ,
essendo diviso da m, sarebbe diviso da un fattore lineare, ed ammetterebbe pertanto
una radice razionale.Dunqueλ sarebbe positivo, contro l’ipotesi di assurdo.Abbiamo
cosı̀ provato che λ è positivo.

Mostriamo ora che p è il prodotto di un fattore lineare e di un fattore irriducibile
di secondo grado. Ciò implica che ϕ ha un solo autospazio, e che tale autospazio ha
dimensione 1, per cui f ha necessariamente uno ed un solo punto fisso.

Sia dunque α ∈ R∗ la radice quarta positiva di λ. Se p fosse irriducibile su Q,
per il Teorema di Hamilton-Cayley si avrebbe m = p , ed il polinomio t4 − λ =
(t − α)(t + α)(t − iα)(t + iα) sarebbe diviso da un fattore irriducibile su Q di
grado 3, il che è assurdo, come si evince analizzando separatamente i casi α ∈ Q,
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α ∈ R\Q. Dunque p è riducibile, ed è pertanto diviso da un fattore lineare. Ne segue
che ϕ ammette un autovalore, per cui α è razionale. Notiamo ora che se t2 +α2 non
dividesse m, allora m dividerebbe t2 − α2, e si avrebbe f 2 = Id. Da ciò si deduce
che p = m = (t − α)(t2 + α2) o p = m = (t + α)(t2 + α2), come voluto.

Soluzione 2 Sia g = f 2. Per quanto visto nell’Esercizio 2.49, il luogo dei punti
fissi di g è dato da {P} ∪ l, dove P è un punto e l è una retta non contenente P. Ora,
se un punto Q è lasciato fisso da g, allora g(f (Q)) = f 3(Q) = f (g(Q)) = f (Q), per
cui f (Q) è anch’esso lasciato fisso da g. Ne segue che f ({P}∪ l) ⊆ {P}∪ l, per cui,
essendo f una proiettività, f (P) = P e f (l) = l. Dunque P è un punto fisso per f .

Supponiamo ora cheQ 
= P sia punto fisso per f , e sia s = L(P,Q). Naturalmente
si ha f (s) = s e, poste su s coordinate omogenee tali che P = [1, 0], Q = [0, 1],

l’applicazione f |s è rappresentata da unamatrice della forma

(
α 0
0 β

)
,α,β ∈ Q∗.

Da f 4 = Id si deduce α4 = β4, per cui α2 = β2, e g|s = f 2|s = Ids, il che è assurdo
in quanto i punti fissi di g sono contenuti in {P} ∪ l, mentre la retta s passa per P,
e contiene pertanto punti distinti da P che non giacciono su l. Ciò mostra che P è
l’unico punto fisso di f .

Nota. Sia H l’insieme delle proiettività che verificano le condizioni descritte nel
testo. Le soluzioni proposte mostrano in effetti che una qualsiasi f ∈ H ha esatta-
mente un punto fisso, ma non escludono la possibilità che si abbia H = ∅ (ed in
tal caso, qualsiasi risposta alla domanda “Si determini il numero di punti fissi di f ”
sarebbe corretta!). Tuttavia, è facile verificare che se f : P2(Q) → P2(Q) è definita
da f ([x0, x1, x2]) = [x1,−x0, x2], allora f ∈ H.

Nota. Non è difficile verificare che le dimostrazioni proposte possono essere adattate
al caso in cui il campo Q venga sostituito da R. Pertanto, l’enunciato dell’eserci-
zio 2.50 è vero anche qualora si sostituisca P2(Q) con P2(R).

Al contrario, ogni proiettività f di P2(C) tale che f 4 = Id è indotta da un’ap-
plicazione lineare diagonalizzabile, ed ammette pertanto almeno 3 punti fissi. In
questo caso, inoltre, le ipotesi f 4 = Id, f 2 
= Id non sono sufficienti a determinare
univocamente il numero di punti fissi di f : se g, h : P2(C) → P2(C) sono le proiet-

tività indotte rispettivamente dalle matrici

⎛⎝ 1 0 0
0 1 0
0 0 i

⎞⎠,

⎛⎝ 1 0 0
0 −1 0
0 0 i

⎞⎠, allora

g4 = h4 = Id, g2 
= Id, h2 
= Id, ma g e h non hanno lo stesso numero di punti fissi.

Esercizio 2.51

Siano P1,P2,P3 tre punti di P2(K) in posizione generale; sia r una retta tale che
Pi 
∈ r per i = 1, 2, 3.

(a) Si dimostri che esiste un’unica proiettività f di P2(K) tale che

f (P1) = P1, f (P2) = P3, f (P3) = P2, f (r) = r.
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Figura 2.14. La costruzione descritta nella soluzione dell’Esercizio 2.51

(b) Si dimostri che il luogo dei punti fissi di f è costituito da un punto M ∈ r e da
una retta s ⊆ P2(K) tali che M 
∈ s.

Soluzione (a) Siano A = L(P1,P2) ∩ r, B = L(P1,P3) ∩ r (cfr. Fig. 2.14).
È immediato verificare che i punti A,B,P2,P3 formano un sistema di riferimento
proiettivo di P2(K).

Se f è una proiettività che verifica le condizioni richieste si ha f (L(P1,P2)) =
L(f (P1), f (P2)) = L(P1,P3), per cui f (A) = f (r∩L(P1,P2)) = r∩L(P1,P3) = B.
Analogamente si mostra che f (B) = A per cui, essendo per ipotesi f (P2) = P3 e
f (P3) = P2, per il Teorema fondamentale delle trasformazioni proiettive se una tale
f esiste è necessariamente unica.

Sia dunque f : P2(K)→ P2(K) l’unica proiettività tale che f (P2) = P3, f (P3) =
P2, f (A) = B, f (B) = A. Si ha

f (P1) = f (L(A,P2) ∩ L(B,P3)) = L(B,P3) ∩ L(A,P2) = P1

e
f (r) = f (L(A,B)) = L(f (A), f (B)) = L(B,A) = r,

per cui f verifica le condizioni descritte nell’enunciato.

(b) Se M = L(P2,P3) ∩ r si ha

f (M) = f (L(P2,P3)) ∩ f (r) = L(P2,P3) ∩ r = M .

Inoltre f (L(A,P3)) = L(B,P2) e f (L(B,P2)) = L(A,P3), per cui anche il punto
Q = L(A,P3)∩ L(B,P2) è lasciato fisso da f . Poiché L(A,P3)∩ r = A, L(B,P2)∩
r = B si ha poi Q 
∈ r, ed inoltre Q 
= P1 in quanto altrimenti B giacerebbe
su L(P1,P2) e P1,P2,P3 sarebbero allineati. Pertanto posto s = L(Q,P1) è ben
definito il punto N = s ∩ r. Poiché Q e P1 sono lasciati fissi da f si ha f (s) = s, per
cui f (N) = f (s ∩ r) = s ∩ r = N . Lasciando fissi i tre punti distinti P1,Q,N , la
restrizione di f a s coincide perciò con l’identità di s.
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Poiché P2,P3,A,B sono in posizione generale, i punti M = L(P2,P3)∩L(A,B),
P1 = L(P3,B)∩ L(P2,A), Q = L(A,P3)∩ L(B,P2) non sono allineati (cfr. Eserci-
zio 2.6), per cui M 
∈ s = L(P1,Q).

Il luogo dei punti fissi di f contiene pertanto la retta s ed il punto M ∈ r che non
giace su s. D’altronde, se f ammettesse altri punti fissi agirebbe come l’identità su
un sistema di riferimento di P2(K), e sarebbe perciò l’identità, contro l’ipotesi che
si abbia f (P2) = P3 
= P2.

Esercizio 2.52

Siano P1,P2,P3,P4 punti di P1(K) tali che β(P1,P2,P3,P4) = −1 e sia (P1(K) \
{P4}, g) una qualsiasi carta affine. Si mostri che g(P3) è il punto medio del segmento
con estremi g(P1), g(P2), ovvero che, posto αi = g(Pi) per i = 1, 2, 3, si ha α3 =
α1 + α2

2
.

Soluzione 1 Per definizione di carta affine (cfr. 1.3.8) esiste in P1(K) un sistema
di coordinate omogenee per cui si abbia P1 = [1,α1], P2 = [1,α2], P3 = [1,α3],
P4 = [0, 1]. Per quanto visto in 1.5.1 si ha allora

−1 =
(1− 0)(α2 − α3)
(α3 − α1)(0− 1)

=
α2 − α3

α1 − α3
,

da cui α3 − α1 = α2 − α3 e α3 = α1 + α2
2 , come voluto.

Soluzione 2 Grazie alle simmetrie del birapporto (cfr. 1.5.2) si ha

β(P2,P1,P3,P4) = β(P1,P2,P3,P4)−1 = (−1)−1 = −1 = β(P1,P2,P3,P4),

per cui esiste una proiettività f : P1(K) → P1(K) tale che f (P1) = P2, f (P2) = P1,
f (P3) = P3, f (P4) = P4. Poiché f (P4) = P4, la mappa h : K → K definita da
h = g ◦ f ◦ g−1 è una ben definita affinità. Esistono pertanto λ ∈ K∗, μ ∈ K tali
che h(x) = λx + μ per ogni x ∈ K. Inoltre da f (P1) = P2, f (P2) = P1 si deduce
h(α1) = α2, h(α2) = α1, per cui λα1 + μ = α2 e λα2 + μ = α1. Ne segue che
λ = −1 e μ = α1 +α2, per cui h(α3) = −α3 +α1 +α2. D’altronde da f (P3) = P3

si deduce h(α3) = α3, per cui −α3 + α1 + α2 = α3, come voluto.



Esercizi su curve e ipersuperfici 3

Punti chiave

>>>>>>>>> Ipersuperfici affini e proiettive
>>>>>>>>> Coniugio e complessificazione
>>>>>>>>> Carte affini e chiusura proiettiva
>>>>>>>>> Singolarità, spazio tangente e molteplicità
>>>>>>>>> Intersezione di curve nel piano proiettivo
>>>>>>>>> Cubiche piane
>>>>>>>>> Sistemi lineari di curve piane

Assunzione: In tutto il capitolo con il simbolo K si intenderà indicato R oppure C.

Esercizio 3.1

Siano I , J ipersuperfici di Pn(K), n ≥ 2, e sia P un punto di Pn(K). Denotiamo
inoltre con CP(I), CP(J ) e CP(I + J ) i coni tangenti proiettivi in P a I,J e I+J
rispettivamente. Si mostri che

mP(I + J ) = mP(I) + mP(J ), CP(I + J ) = CP(I) + CP(J ).

Soluzione È possibile porre su Pn(K) coordinate omogenee x0, . . . , xn per cui si
abbia P = [1, 0, . . . , 0]. Siano yi = x i

x0
, i = 1, . . . , n le usuali coordinate affini di U0,

e siano f (y1, . . . , yn) = 0, f ′(y1, . . . , yn) = 0 le equazioni delle parti affini I ∩ U0,
J ∩ U0 rispettivamente di I, J . Se d = mP(I) e d ′ = mP(J ), allora si ha

f (y1, . . . , yn) = fd (y1, . . . , yn) + g(y1, . . . , yn),
f ′(y1, . . . , yn) = f ′d′(y1, . . . , yn) + g′(y1, . . . , yn),

dove fd e f ′d′ sono omogenei di gradi rispettivamente d e d ′, g è somma di monomi

Fortuna E., Frigerio R., Pardini R.: Geometria proiettiva. Problemi risolti e richiami di teoria.
© Springer-Verlag Italia 2011
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di grado maggiore di d e g′ è somma di monomi di grado maggiore di d ′. Si noti che
fd = 0 e f ′d′ = 0 sono le equazioni rispettivamente dei coni tangenti affini CP(I) e
CP(J ).

Ora, la parte affine (I + J ) ∩ U0 di I + J ha equazione

fd (y1, . . . , yn)f ′d ′(y1, . . . , yn) + h(y1, . . . , yn) = 0,

dove fd f ′d′ è omogeneo di grado d +d ′, e h è somma di monomi di grado maggiore di
d +d ′. Da ciò segue immediatamente che mP(I+J ) = d +d ′ = mP(I)+mP(J ).

Inoltre, dall’equazione di (I+J )∩U0 sopra scritta si deduce che il cono tangente
affineCP(I+J ) ha equazione fd f ′d ′ = 0, per cui si haCP(I+J ) = CP(I)+CP(J ).
Passando alle chiusure proiettive si ottiene infine la tesi.

Nota. È possibile dimostrare l’uguaglianza riguardante le molteplicità di P rispetto
a I ,J e I + J anche senza fare ricorso ad una particolare scelta di coordinate.
Notiamo innanzi tutto che per ogni retta r ⊆ Pn(K) si ha

I(I + J , r,P) = I(I, r,P) + I(J , r,P) ≥ mP(I) + mP(J ),

per cui mP(I + J ) ≥ mP(I) + mP(J ).
Inoltre, poiché la somma dei coni tangenti proiettivi a I e aJ inP è un’ipersuper-

ficie, ed il complementare del supporto di un’ipersuperficie è non vuoto (cfr. 1.7.2),
esiste un punto Q ∈ Pn(K) che non appartiene al cono tangente proiettivo a I in P né
al cono tangente proiettivo aJ inP. Se r = L(P,Q), si ha allora I(I, r,P) = mP(I),
I(J , r,P) = mP(J ). Dunque

mP(I + J ) ≤ I(I + J , r,P) = I(I, r,P) + I(J , r,P) = mP(I) + mP(J ).

L’argomento appena descritto mostra inoltre che il supporto del cono tangente
proiettivo a I+J in P coincide con l’unione dei supporti dei coni tangenti proiettivi
a I e a J in P.

Esercizio 3.2

Sia n ≥ 2 e sia I un’ipersuperficie di Pn(K). Sia I = m1I1 + · · · + mkIk la
decomposizione diI in componenti irriducibili. Si dimostri che un punto P è singolare
per I se e solo se vale almeno una delle seguenti condizioni:

(i) esiste j tale che P ∈ Ij e mj ≥ 2;
(ii) esiste j tale che P ∈ Sing(Ij );
(iii) esistono j 
= s tali che P ∈ Ij ∩ Is.

Soluzione La tesi è una conseguenza immediata dell’Esercizio 3.1. Vediamone
tuttavia una dimostrazione alternativa.

Sia F = 0 un’equazione di I e sia F = cFm1
1 · · · · · Fmk

k la fattorizzazione di
F , dove c ∈ K∗, gli Fi sono polinomi omogenei irriducibili a due a due coprimi e



3. Esercizi e soluzioni 111

mi > 0 per ogni i = 1, . . . , k. Per la regola di Leibniz si ha

∇F(P) = c
n∑

i=1

miF
m1
1 (P) · . . . · Fmi−1

i (P) · . . . · Fmk
k (P)∇Fi(P). (3.1)

Se P appartiene a due o più componenti distinte di I, oppure appartiene a una
componente Ij di molteplicità mj > 1, tutti i termini della somma a destra in (3.1)
si annullano e quindi P è singolare per I. Questo caso corrisponde alle condizioni
(i) e (iii).

SeP appartiene a una sola componente Ij di I e Ij è una componente di I dimol-
teplicità 1, per l’equazione (3.1) si ha∇F(P) = c′∇Fj (P), dove c′ = c

∏
i �=j Fmi

i (P)
è uno scalare diverso da zero. Quindi in tal caso∇F(P) = 0 se e solo se∇Fj (P) = 0,
ovvero P ∈ Sing(Ij ).

Esercizio 3.3

Sia n ≥ 2. Si mostri che:

(a) Due ipersuperfici I e J di Pn(C) hanno intersezione non vuota.
(b) Se I è un’ipersuperficie liscia di Pn(C), allora I è irriducibile.

Soluzione (a) Se I è definita dall’equazione F(x0, . . . , xn) = 0 e J è definita
dall’equazione G(x0, . . . , xn) = 0, poniamo:

F1(x0, x1, x2) = F(x0, x1, x2, 0, . . . , 0), G1(x0, x1, x2) = G(x0, x1, x2, 0, . . . , 0).

Per il Teorema di Bézout esiste un punto [a, b, c] ∈ P2(C) tale che F1(a, b, c) =
G1(a, b, c) = 0. Il punto P = [a, b, c, 0, . . . , 0] ∈ Pn(C) appartiene allora sia a I
che a J , come richiesto.

(b) Supponiamo per assurdo che I sia riducibile e che quindi esistano ipersuper-
fici I1 e I2 di Pn(C) tali che I = I1 + I2. Per il punto (a) esiste P ∈ Pn(C) tale che
P ∈ I1 e P ∈ I2. Per l’Esercizio 3.2 il punto P è singolare per I, contraddicendo
l’ipotesi che I sia liscia.

Esercizio 3.4

Sia C una curva ridotta di P2(K). Si mostri che Sing(C) è un insieme finito.

Soluzione Sia F(x0, x1, x2) = 0 un’equazione di C e sia d = deg F . Se d = 1, la
curva C è una retta e quindi non ha punti singolari. Possiamo perciò supporre d ≥ 2.

Poiché C è ridotta, possiamo scrivere C = C1 + · · ·+ Cm , dove le Ci sono curve
irriducibili e distinte. Per l’Esercizio 3.2 si ha Sing(C) =

⋃
i Sing(Ci)∪

⋃
i �=j (Ci∩Cj ).

Per il Teorema di Bézout l’insieme Ci ∩ Cj è finito per ogni i 
= j , dato che Ci e Cj

sono irriducibili.
Per concludere la dimostrazione basta quindi far vedere che, se C è irriducibile,

allora Sing(C) è finito. Dato che F 
= 0, si ha Fxj 
= 0 per almeno un j ∈ {0, 1, 2}.
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La curva D definita dall’equazione Fxj = 0 ha grado d − 1 e si ha Sing(C) ⊆
C ∩ D. Poiché C è irriducibile e ha grado maggiore di D, le curve C e D non hanno
componenti comuni. Per il Teorema di Bézout C ∩ D è un insieme finito, e dunque
anche Sing(C) è finito.

Esercizio 3.5

Sia I un’ipersuperficie di Pn(K) il cui supporto contiene un iperpiano H ⊆ Pn(K).
Si mostri che H è una componente irriducibile di I. In particolare, se I ha grado
maggiore di 1, allora I è riducibile.

Soluzione È possibile scegliere coordinate omogenee in modo che H sia definito
dall’equazione x0 = 0. Sia F(x0, . . . , xn) = 0 un’equazione di I. Esistono un
polinomio omogeneo o nullo F1(x0, x1, . . . , xn) ed un polinomio omogeneo o nullo
F2(x1, . . . , xn) per cui si haF(x0, . . . , xn) = x0F1(x0, . . . , xn)+F2(x1, . . . , xn). Dal
fatto cheH ⊆ I si deduce che per ogni (a1, . . . , an) ∈ Kn si haF(0, a1, . . . , an) = 0,
per cui F2(a1, . . . , an) = 0. Per il Principio di identità dei polinomi si ha allora
F2 = 0. Dunque x0 divide F , ovvero H è una componente irriducibile di I.

Esercizio 3.6

Sia I un’ipersuperficie di Pn(K), sia P ∈ I un punto e sia H ⊆ Pn(K) un iperpiano
passante per P e non contenuto in I. Si mostri che:

(a) mP(I ∩ H) ≥ mP(I); in particolare, se I è singolare in P, allora I ∩ H è
singolare in P qualunque sia H .

(b) L’ipersuperficie I ∩ H di H è singolare in P se e solo se H è contenuto nello
spazio tangente T P(I).

(c) Esiste un iperpiano H di Pn(K) tale che I e I∩H abbiano la stessa molteplicità
in P.

Soluzione 1 (a) Osserviamo che se r è una retta di H passante per P si ha
I(I , r,P) = I(I ∩ H , r,P) e quindi l’asserzione segue immediatamente dalla defi-
nizione di molteplicità di un’ipersuperficie in un punto.

(b) Per definizione, l’ipersuperficie I ∩ H è singolare in P se e solo se per ogni
retta r contenuta in H e passante per P si ha I(I, r,P) = I(I ∩H , r,P) ≥ 2. Poiché
lo spazio tangente TP(I) è l’unione di tutte le rette tangenti a I in P, tale condizione
è verificata se e solo se H è contenuto in TP(I).

(c) Sia r una retta per P tale che la molteplicità di intersezione I(I, r,P) sia mi-
nima, e quindi uguale alla molteplicità di I in P. Allora ogni iperpiano H contenente
r ha la proprietà richiesta.
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Soluzione 2 (a) Sia m = mP(I) ≥ 1. Scegliamo coordinate omogenee tali che
P = [1, 0, . . . , 0] e H = {xn = 0}. Nelle coordinate affini yi = xi

x0
, i = 1, . . . , n,

un’equazione di I ∩ U0 è data da f (y1, . . . , yn) = 0, dove

f (y1, . . . , yn) = fm(y1, . . . , yn) + h(y1, . . . , yn),

fm è un polinomio omogeneo non nullo di grado m e h contiene solo monomi di
grado ≥ m + 1. Le coordinate affini appena introdotte inducono coordinate affini
(y1, . . . , yn−1) sulla parte affine H ∩U0 di H . Rispetto a tali coordinate l’equazione
della parte affine di I ∩ H è data da g(y1, . . . , yn−1) = 0, dove

g(y1, . . . , yn−1) = fm(y1, . . . , yn−1, 0) + h(y1, . . . , yn−1, 0).

Se ne deduce facilmente che mP(I ∩ H) ≥ m = mP(I), come voluto.

(b) L’ipersuperficie I ∩ H è singolare in P se e solo g(y1, . . . , yn−1) non con-
tiene termini lineari. Questo accade se m > 1 oppure se m = 1 e l’iperpiano
f1(y1, . . . , yn) = 0 contiene (e dunque coincide con) con H ∩ U0. Nel primo caso
TP(I) = Pn(K) e ovviamente si ha H ⊆ TP(I). Nel secondo caso TP(I) è la chiu-
sura proiettiva dell’iperpiano affine f1(y1, . . . , yn) = 0, che coincide con H ∩ U0.
Quindi anche in questo caso si ha H ⊆ TP(I).

(c) Poiché fm non è nullo, per il Principio di identità dei polinomi esiste un punto
Q = [1, v1, . . . , vn] ∈ U0 tale che fm(v1, . . . , vn) 
= 0. Applicando le considerazioni
fatte al punto (a) ad un iperpiano H ⊆ Pn(K) che contiene la retta L(P,Q), si vede
che I ∩ H ha molteplicità m in P.

Esercizio 3.7

Sia I un’ipersuperficie di Pn(C). Si provi che esiste un’ipersuperficie J di Pn(R)
tale che I è la complessificata JC di J se e solo se σ(I) = I.

Soluzione Se I è la complessificata di un’ipersuperficie reale, allora I può es-
sere definita da un’equazione F = 0 con F ∈ R[x0, . . . , xn]. Poiché σ(F) = F ,
l’ipersuperficie coniugata σ(I) è definita anch’essa da F = 0, e coincide quindi
con I .

Viceversa, sia I un’ipersuperficie tale che σ(I) = I e sia F ∈ C[x0, . . . , xn]
tale che I = [F]. L’ipersuperficie coniugata σ(I) è definita da σ(F) = 0 e quindi
esiste λ ∈ C∗ tale che σ(F) = λF . Scriviamo F(x) = A(x) + iB(x), con A,B ∈
R[x0, . . . , xn]. Dato che F 
= 0, a meno di sostituire F con iF possiamo supporre
A 
= 0, cosı̀ che A definisce un’ipersuperficie reale J . Si ha

A(x) =
1
2
(F(x) + σ(F)(x)) =

1 + λ

2
F(x),

per cui si ha λ 
= −1 e i polinomi F e A definiscono la stessa ipersuperficie di Pn(C),
cioè I = JC.
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Esercizio 3.8

Sia r una retta di P2(C). Si provi che:

(a) Se r = σ(r), r contiene infiniti punti reali.
(b) Se r 
= σ(r), il punto P = r ∩ σ(r) è l’unico punto reale di r.

Soluzione (a) Se r = σ(r), per l’Esercizio 3.7 la retta r è la complessificata di
una retta reale s e pertanto contiene infiniti punti reali.

(b) Se r e σ(r) sono rette distinte, il punto P = r ∩ σ(r) è un punto reale, in
quanto σ(P) appartiene sia a σ(r) che a σ(σ(r)) = r e coincide quindi con P. Inoltre
se Q ∈ r è un punto reale, si ha Q = σ(Q) ∈ r ∩ σ(r) = {P}, per cui P è l’unico
punto reale di r.

Esercizio 3.9

Sia I un’ipersuperficie irriducibile di Pn(R) di grado dispari. Si mostri che l’iper-
superficie complessificata IC è irriducibile.

Soluzione Sia J una componente irriducibile di IC. Se σ(J ) 
= J , le ipersuper-
fici J e σ(J ) sono componenti irriducibili di IC distinte e dello stesso grado. Dato
che per ipotesi deg IC = deg I è dispari, esiste almeno una componente J di IC
tale che σ(J ) = J . Per l’Esercizio 3.7 esiste un’ipersuperficie K di Pn(R) tale che
J = KC. Allora K è una componente di I e quindi, poiché I è irriducibile, K = I.
Ne segue che IC = KC = J è irriducibile, come richiesto.

Esercizio 3.10

Sia C una cubica di P2(C). Si mostri che:

(a) Se C è riducibile e P ∈ C è un punto singolare, allora C contiene una retta
passante per P.

(b) Se C ha un solo punto singolare P, e P è un nodo oppure una cuspide ordinaria,
allora C è irriducibile.

(c) Se C ha un flesso P, allora C è riducibile se e solo se C contiene la tangente di
flesso in P.

(d) Se C ha un numero finito di punti singolari e un numero finito di flessi, allora C
è irriducibile.

Soluzione (a) Se C è riducibile, si avrà C = Q + l, dove l è una retta e Q è
una conica (eventualmente a sua volta riducibile). Naturalmente, se P ∈ l abbiamo
concluso, per cui possiamo supporre P ∈ Q \ l. Poiché P è singolare per C, P
deve essere singolare anche per Q (cfr. Esercizio 3.2). In particolare Q deve essere
singolare, ed è perciò unione di due rette (eventualmente coincidenti), in quanto ogni
conica singolare è riducibile. Ne segue che P giace comunque su una retta contenuta
in C.
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(b) Supponiamo per assurdo che C sia riducibile. Per quanto visto in (a), si ha
allora C = Q+ l, dove l è una retta passante per P eQ è una conica (eventualmente
riducibile). Inoltre, poiché P è doppio, P è un punto semplice di Q, e dal fatto che
P è l’unico punto singolare di C si deduce che l ∩ Q = {P}. Ne segue che l è la
tangente aQ in P, e da ciò si deduce facilmente che l è l’unica tangente principale a
C in P (cfr. Esercizio 3.1). Ciò porta ad una contraddizione nel caso in cui P sia un
nodo di C. Inoltre si ha I(C, l,P) = ∞, il che dà una contraddizione nel caso in cui
P sia una cuspide ordinaria. Dunque C è irriducibile.

(c) Chiaramente C è riducibile se contiene la tangente di flesso in P. Viceversa
supponiamo che C sia riducibile, diciamo C = Q + l, dove l è una retta e Q è
una conica (eventualmente riducibile). Poiché il punto di flesso P è non singolare,
allora P ∈ l \ Q oppure P ∈ Q \ l. Nel primo caso la tangente di flesso τP a
C in P coincide con l e quindi τP è contenuta in C. Se invece P ∈ Q \ l, allora
I(Q, τP ,P) = I(C, τP,P) ≥ 3; poichéQ ha grado 2, per il Teorema di Bézout si deve
avere τP ⊆ Q ⊆ C.

(d) Supponiamo per assurdo che C sia riducibile, e quindi C = l + Q, dove l
è una retta e Q è una conica (eventualmente riducibile a sua volta). Se l ∩ Q è un
insieme finito, gli infiniti punti di l \Q sono tutti flessi di C, contro l’ipotesi. Dunque
l eQ hanno infiniti punti in comune e quindi, per il Teorema di Bézout, si ha l ⊆ Q.
Ma allora tutti i punti di l sono singolari per C, e ciò contraddice ancora le ipotesi.
Dobbiamo quindi concludere che C è irriducibile.

Esercizio 3.11

Siano F(x0, x1, x2) = 0, G(x0, x1, x2) = 0 le equazioni di due curve ridotte di
P2(C). Si dimostri che F e G definiscono la stessa curva se e solo V(F) = V(G).

Soluzione Ricordiamo innanzi tutto che i polinomi F e G definiscono la stessa
curva se e solo se sono l’uno un multiplo scalare dell’altro (e hanno pertanto, in
particolare, lo stesso grado d), ovvero se [F] = [G] in P(V), dove V = C[x0, x1, x2]d
è lo spazio vettoriale costituito dai polinomi omogenei di grado d e dal polinomio
nullo. Dunque, se [F] = [G] allora si ha ovviamente V(F) = V(G) (ed è questo il
motivo per cui è ben definito il supporto di una curva!).

Supponiamo ora V(F) = V(G). Sia inoltre F = F1F2 . . .Fk la decomposizione
di F in fattori irriducibili; osserviamo che gli Fi sono a due a due primi tra loro in
quanto [F] è ridotta. Sia i ∈ {1, . . . , k} fissato. Per quanto ricordato in 1.7.1, Fi è
un polinomio omogeneo. Inoltre, dal fatto che V(F) ⊆ V(G) si deduce che V(Fi) è
contenuto in V(G). Poiché V(Fi) consta di un numero infinito di punti, dal Teorema
di Bézout si deduce allora che le curve definite da Fi e G hanno una componente
irriducibile in comune, ovvero, essendo Fi irriducibile, che Fi divide G. Poiché ciò è
vero per ogni i, ed gli Fi sono a due a due primi tra loro, si può allora concludere che
F divide G. Per simmetria, d’altronde, anche G divide F , e ciò implica ovviamente
che F e G sono l’uno un multiplo scalare dell’altro, come voluto.
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Nota. Siano F(x0, x1, x2) = 0, G(x0, x1, x2) = 0 le equazioni di due curve di P2(C)
(non necessariamente ridotte, e non necessariamente dello stesso grado) tali che
V(F) ⊆ V(G). La soluzione dell’Esercizio 3.11 mostra che ogni fattore irriducibile
di F divide G, per cui ogni componente irriducibile di F è in effetti una componente
irriducibile di G.

Esercizio 3.12

Sia C una curva irriducibile di P2(R) di grado dispari. Si provi che:

(a) Il supporto di C contiene infiniti punti.
(b) Se D è una curva di grado dispari, allora C ∩ D 
= ∅.

Soluzione (a) Indichiamo con d il grado di C. Sia r una retta di P2(R) che non
è una componente di C. I punti di C ∩ r corrispondono alle radici di un polinomio
g omogeneo in due variabili non nullo e di grado d (cfr. 1.7.6). Poiché per ipotesi d
è dispari, per il Teorema 1.7.2 il polinomio g ha almeno una radice reale e dunque
C ∩ r non è vuoto. Fissato P ∈ P2(R) \ C, al variare di r nel fascio di rette di centro
P si ottengono cosı̀ infiniti punti di C.
(b) Chiaramente è sufficiente limitarsi a considerare il caso in cuiD sia irriducibile e
diversa da C. Indichiamo con m il grado diD. Consideriamo un sistema di coordinate
omogenee x0, x1, x2 diP2(R) tale che il punto di coordinate [0, 0, 1]non appartengané
aC∪D né all’unione delle rette congiungenti due punti diC∩D. SianoF(x0, x1, x2) =
0 un’equazione di C e G(x0, x1, x2) = 0 un’equazione di D e sia R(x0, x1) =
Ris(F ,G, x2). Grazie alla particolare scelta delle coordinate, il polinomio R(x0, x1)
è non nullo e omogeneo di grado dm e i fattori irriducibili di grado 1 di R(x0, x1)
sono in corrispondenza biunivoca con i punti di C ∩ D (cfr. 1.9.3). Poiché dm è
dispari, per il Teorema 1.7.2 il polinomio R(x0, x1) ha almeno un fattore irriducibile
di grado 1, che corrisponde a un punto Q ∈ C ∩ D.

Esercizio 3.13

Sia C una curva irriducibile di grado d di P2(R) che contiene un punto liscio P. Si
provi che:

(a) Se D è una curva di grado m tale che md è pari e I(C,D,P) = 1, allora esiste
Q ∈ C ∩ D tale che Q 
= P.

(b) Il supporto di C contiene infiniti punti.

Soluzione (a) Poiché C è irriducibile per ipotesi e I(C,D,P) = 1, C non è una
componente di D e quindi per il Teorema di Bézout reale l’insieme C ∩ D è finito.

Sia x0, x1, x2 un sistema di coordinate omogenee come al punto (b) della soluzio-
ne dell’Esercizio 3.12 e tale che P = [1, 0, 0], cosı̀ che i punti di C ∩ D sono in cor-
rispondenza biunivoca con i fattori lineari del polinomio R(x0, x1) = Ris(F ,G, x2),
che è non nullo e omogeneo di grado dm. Ricordiamo che, per definizione, la mol-
teplicità con cui un fattore di grado 1 compare nella fattorizzazione di R(x0, x1) è
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uguale alla molteplicità di intersezione di C eD nel punto corrispondente (cfr. 1.9.3).
Poiché I(C,D,P) = 1, si ha R(x0, x1) = x1S(x0, x1), dove S(x0, x1) è un polinomio
omogeneo di grado dm− 1 che non è divisibile per x1. Poiché dm− 1 è dispari, per
il Teorema 1.7.2 il polinomio S(x0, x1) ha almeno un fattore irriducibile di grado 1,
che corrisponde a un punto Q ∈ C ∩ D tale che Q 
= P.

(b) Poiché una retta di P2(R) contiene infiniti punti, possiamo limitarci a consi-
derare il caso d > 1. Sia D una conica di P2(R) passante per P, tale che D sia liscia
in P e le rette T P(D) e TP(C) siano distinte. Per l’Esercizio 3.57 si ha I(C,D,P) = 1
e quindi per il punto (a) esiste un punto Q ∈ C ∩ D tale che Q 
= P.

Siano P1,P2,P3 ∈ P2(R) \C punti tali che P,P1,P2,P3 sono in posizione gene-
rale. Le coniche passanti per P,P1,P2,P3 formano un fascio F = {D[λ,μ] | [λ,μ] ∈
P1(R)} avente {P,P1,P2,P3} quale luogo dei punti base. Poiché il passaggio per
un punto e la tangenza in quel punto a una retta fissata sono condizioni lineari
(cfr. 1.9.6), l’insieme delle coniche di F tangenti a C in P (ovvero a T P(C) in P,
cfr. Esercizio 3.57) o coincide con F oppure contiene al più una conica. Le co-
niche riducibili L(P,P1) + L(P2,P3) e L(P,P2) + L(P1,P3) appartengono a F
e, dato che P,P1,P2,P3 sono in posizione generale, non sono entrambe tangenti
a TP(C) in P. Esiste pertanto al più un valore [λ0,μ0] ∈ P1(R) tale che D[λ0,μ0]

è tangente a C in P. Per il punto (a), per ogni [λ,μ] 
= [λ0,μ0] esiste un punto
Q[λ,μ] ∈ C ∩ D[λ,μ] tale che Q[λ,μ] 
= P. Poiché due coniche distinte del fascio si
intersecano esattamente in P,P1,P2,P3 e P1,P2,P3 non appartengono a C, al variare
di [λ,μ] ∈ P1(R) \ {[λ0,μ0]} i punti Q[λ,μ] risultano tutti distinti tra loro, e formano
quindi un insieme infinito.

Esercizio 3.14

Si studi la natura dei punti singolari della cubica proiettiva C di P2(C) definita
dall’equazione

F(x0, x1, x2) = x3
0 + 2x2

0x2 + x0x
2
2 + x2

1x2 = 0.

Soluzione I punti singolari di C sono dati dalle soluzioni del sistema⎧⎨⎩
Fx0 = 3x2

0 + 4x0x2 + x2
2 = 0

Fx1 = 2x1x2 = 0
Fx2 = 2x2

0 + 2x0x2 + x2
1 = 0

.

Da Fx1 = 0 si deduce x2 = 0 o x1 = 0. È immediato verificare che se x2 = 0 si
ha x0 = x1 = 0. Se invece x1 = 0, da Fx2 = 0 si deduce x0 = 0 o x0 = −x2.
Inoltre, se x0 = x1 = 0 da Fx0 = 0 si deduce x2 = 0, mentre x0 = −x2 comporta
automaticamente Fx0 = 0. Ne segue che l’unico punto singolare di C è dato da
[1, 0,−1].

Poste suU0 le coordinate u = x1
x0

, v = x2
x0

, la parte affine C∩U0 di C ha equazione

f (u, v) = 1+ 2v + v2 + u2v = 0. Inoltre, se τ : C2 → C2 è la traslazione definita da
τ(u, v) = (u, v+1), la curva τ(C∩U0) ha equazione f (τ−1(u, v)) = v2+u2v−u2 =
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(v− u)(v + u) + u2v = 0. Dunque (0, 0) è un punto doppio ordinario di τ(C ∩U0).
Ne segue che [1, 0,−1] è un punto doppio ordinario di C.

Esercizio 3.15

Sia C la curva proiettiva di P2(C) di equazione

F(x0, x1, x2) = x0x
2
2 − x3

1 + x0x
2
1 + 5x2

0x1 − 5x3
0 = 0

e sia Q = [0, 1, 0]. Si verifichi che C è non singolare e si determinino i punti P ∈ C
tali che la tangente a C in P passi per il punto Q.

Soluzione Supponiamo che (x0, x1, x2) risolva il sistema⎧⎨⎩
Fx0 = x2

2 + x2
1 + 10x0x1 − 15x2

0 = 0
Fx1 = (x0 + x1)(5x0 − 3x1) = 0
Fx2 = 2x0x2 = 0

.

Da Fx2 = 0 si deduce che x0 = 0 o x2 = 0. Nel primo caso, da Fx1 = 0 si deduce
x1 = 0, per cui Fx0 = 0 permette di concludere che anche x2 = 0. Nel secondo caso,

da Fx1 = 0 si deduce x0 = −x1 oppure x1 = 5
3x0. Insieme alla condizione x2 = 0,

ciascuna di queste uguaglianze, se sostituita in Fx0 = 0, implica x0 = x1 = 0. In
ogni caso abbiamo mostrato x0 = x1 = x2 = 0, per cui C è non singolare.

La tangente a C nel punto [y0, y1, y2] ha equazione Fx0(y0, y1, y2)x0 +Fx1(y0, y1,
y2)x1 +Fx2(y0, y1, y2)x2 = 0, e pertanto contiene Q se e solo se Fx1(y0, y1, y2) = 0.
Ne segue che tutti e soli i punti di C la cui tangente contiene Q sono determinati dalle
soluzioni del sistema{

F(y0, y1, y2) = y0y2
2 − y3

1 + y0y2
1 + 5y2

0y1 − 5y3
0 = 0

Fx1(y0, y1, y2) = (y0 + y1)(5y0 − 3y1) = 0
,

che è soddisfatto dai punti di coordinate [0, 0, 1], [1,−1, 2
√
2], [1,−1,−2

√
2], [3

√
3,

5
√
3, 2i

√
10], [3

√
3, 5
√
3,−2i

√
10].

Nota. Dimostreremo nell’Esercizio 3.29 che, se C è una curva liscia di P2(C) di
grado maggiore di 1 e Q ∈ P2(C), allora l’insieme delle rette tangenti a C che si
possono condurre da Q è sempre finito e non vuoto.

Inoltre, nella soluzione dell’Esercizio 3.15 si è osservato che i punti della cubica
C la cui tangente τP contiene Q sono i punti di intersezione di C con la conica Q
definita dall’equazione Fx1 = 0. Per il Teorema di Bézout il numero di tali punti,
contati con molteplicità, è uguale a 6. In effetti, non è difficile verificare che il punto
P = [0, 0, 1] è un flesso e che I(C,Q,P) = 2, mentre i 4 punti restanti non sono
flessi e in tali punti C e Q si intersecano con molteplicità 1.
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Esercizio 3.16

Sia C la curva diC2 di equazione f (x , y) = xy2−y4+x3−2x2y = 0. Si determinino:

(a) I punti impropri e gli asintoti di C.
(b) I punti singolari di C con le relative molteplicità e tangenti principali, specifi-

cando quali di essi sono punti singolari ordinari.
(c) L’equazione della retta tangente a C nel punto P = (4,−4).

Soluzione (a) IdentificandoC2 con la carta affine U0 diP2(C) attraverso la mappa
j 0 : C2 → U0 definita da j 0(x1, x2) = [1, x1, x2], la chiusura proiettiva C di C ha
equazione

F(x0, x1, x2) = x0x1x
2
2 − x4

2 + x0x
3
1 − 2x0x

2
1x2 = 0.

Calcolando l’intersezione fra C e la retta x0 = 0, troviamo come unico punto
improprio P = [0, 1, 0].

Usando le coordinate affini u = x0
x1

, v = x2
x1

nella carta affine U1, il punto P ha

coordinate (0, 0) e la parte affine C ∩ U1 ha equazione uv2 − v4 + u − 2uv = 0.
Pertanto P è un punto semplice di C e la tangente a C ∩U1 in P ha equazione u = 0.
Dunque la tangente a C in P è la retta x0 = 0, e di conseguenza non ci sono asintoti
per C.

(b) Ricordiamo che i punti singolari di C sono i punti propri che sono singolari
per C. Per determinare i punti singolari di C, basta risolvere il sistema⎧⎨⎩

Fx0 = x1x2
2 + x3

1 − 2x2
1x2 = x1(x2 − x1)2 = 0

Fx1 = x0x2
2 + 3x0x2

1 − 4x0x1x2 = 0
Fx2 = 2x0x1x2 − 4x3

2 − 2x0x2
1 = 0

,

che ha come unica soluzione il punto Q = [1, 0, 0], che corrisponde a (0, 0) ∈
C2. Dall’equazione di C riconosciamo che (0, 0) è un punto triplo; poiché la parte
omogenea di grado 3 di f (x , y) è xy2 + x3 − 2x2y = x(x − y)2, vediamo che le
tangenti principali a C nell’origine sono le rette x = 0 e x − y = 0 (quest’ultima con
molteplicità 2). Dunque l’origine è una singolarità non ordinaria.

(c) Poiché Fx0(1, 4,−4) = 256, Fx1(1, 4,−4) = 128, Fx2(1, 4,−4) = 192,
l’equazione della retta proiettiva tangente a C in [1, 4,−4] è 4x0 + 2x1 + 3x2 = 0.
Ne segue che la retta tangente a C in P ha equazione 2x + 3y + 4 = 0.

Esercizio 3.17

Si consideri la curva C di C2 di equazione f (x , y) = x − xy2 + 1 = 0.

(a) Si determinino i punti singolari e gli asintoti di C.
(b) Si determinino i punti di flesso della chiusura proiettiva di C, verificando che

sono allineati, e si calcoli l’equazione di una retta che li contiene.
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Soluzione (a) IdentificandoC2 con la carta affine U0 diP2(C) attraverso la mappa
j 0 : C2 → U0 definita da j 0(x1, x2) = [1, x1, x2], la chiusura proiettiva C di C ha
equazione F(x0, x1, x2) = x2

0x1 − x1x2
2 + x3

0 = 0.
Per determinare i punti singolari di C basta osservare che il sistema⎧⎨⎩

Fx0 = x0(2x1 + 3x0) = 0
Fx1 = (x0 − x2)(x0 + x2) = 0
Fx2 = −2x1x2 = 0

ha come unica soluzione la terna omogenea [x0, x1, x2] = [0, 1, 0]. Ne segue che
P = [0, 1, 0] è l’unico punto singolare di C, e che C non ha punti singolari.

Ponendo a sistema l’equazione di C con l’equazione x0 = 0 della retta all’infinito,
si verifica facilmente che i punti impropri di C sono P e Q = [0, 0, 1] e che Q è un
punto liscio. Poiché Fx0(0, 0, 1) = Fx2(0, 0, 1) = 0, la tangente (principale) a C in
Q ha equazione x1 = 0. Dunque x = 0 è l’equazione di un asintoto di C.

Allo scopo di determinare le tangenti principali a C inP, utilizziamo le coordinate
affini u = x0

x1
, v = x2

x1
definite sulla carta affine U1. Con tale scelta, il punto P ha

coordinate (0, 0) e la parte affine C ∩ U1 ha equazione u2 − v2 + u3 = (u − v)(u +
v) + u3 = 0. Pertanto P è un punto doppio, e le tangenti principali a C ∩ U1 in P
hanno equazioni u + v = 0, u− v = 0. Dunque le tangenti principali a C in P hanno
equazioni x0 + x2 = 0, x0 − x2 = 0, e C ha quali asintoti, oltre alla retta x = 0
trovata sopra, le rette y = 1 e y = −1.

(b) Poiché

HF(x0, x1, x2) = det

⎛⎝ 2x1 + 6x0 2x0 0
2x0 0 −2x2

0 −2x2 −2x1

⎞⎠ = 8(x2
0x1 − 3x0x

2
2 − x1x

2
2),

i punti di flesso di C sono dati dai punti semplici di C le cui coordinate risolvono il
sistema {

x2
0x1 − x1x2

2 + x3
0 = 0

x2
0x1 − 3x0x2

2 − x1x2
2 = 0

.

Sottraendo la seconda equazione dalla prima e svolgendo qualche semplice calcolo,
si ricava che i punti di flesso di C sono [0, 0, 1], [−12, 9, 4i

√
3], [−12, 9,−4i

√
3]. Tali

punti giacciono sulla retta di equazione 3x0 + 4x1 = 0.

Nota. Come mostrato nell’Esercizio 3.10, una cubica avente un solo nodo e nes-
sun altro punto singolare è irriducibile. Pertanto, il fatto che i flessi della chiu-
sura proiettiva di C siano allineati dipende dal risultato generale che mostreremo
nell’Esercizio 3.36.
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Esercizio 3.18

Sia C la curva di R2 di equazione f (x , y) = x3 − xy2 + x2y − y3 + xy4 = 0. Si
determinino:

(a) I punti singolari della chiusura proiettiva C di C, calcolando per ciascuno la
molteplicità, le tangenti principali e la molteplicità di intersezione di C con ogni
tangente principale.

(b) I punti impropri e gli asintoti di C.
(c) Tutte le rette del fascio di centro [1, 0, 0] che sono tangenti a C in due punti

distinti.

Soluzione (a) La chiusura proiettiva C di C ha equazione

F(x0, x1, x2) = x2
0(x

3
1 − x1x

2
2 + x2

1x2 − x3
2) + x1x

4
2 = 0

e osserviamo che F = x2
0(x1 − x2)(x1 + x2)2 + x1x4

2.
I punti singolari di C sono tutti e soli i punti le cui coordinate omogenee annullano

il gradiente di F , ovvero risolvono il sistema⎧⎨⎩
Fx0 = 2x0(x1 − x2)(x1 + x2)2 = 0
Fx1 = x2

0(x1 + x2)2 + 2x2
0(x1 − x2)(x1 + x2) + x4

2 = 0
Fx2 = −x2

0(x1 + x2)2 + 2x2
0(x1 − x2)(x1 + x2) + 4x1x3

2 = 0
.

I punti singolari sono dunque i punti A = [0, 1, 0] e B = [1, 0, 0].
Dall’equazione di C riconosciamo che B è un punto triplo con tangenti principali

la retta τ1 di equazione x1−x2 = 0 e la retta τ2 di equazione x1+x2 = 0, quest’ultima
doppia, per cui si tratta di un punto triplo non ordinario.

Nella carta affine U0 una parametrizzazione di τ1 ∩ U0 è data dall’applicazione
γ : R → R2, γ(t) = (t, t). Poiché γ(0) = B ed il polinomio f (γ(t)) = t5 ammette
0 come radice di molteplicità algebrica 5, si ha che I(C, τ1,B) = 5. Similmente
otteniamo che I(C, τ2,B) = 5.

Per studiare la natura del punto A = [0, 1, 0], lavoriamo nella carta U1 con
coordinate affini u = x0

x1
, v = x2

x1
. In tali coordinate A = (0, 0) e C ∩ U1 ha

equazione u2(1− v)(1 + v)2 + v4 = 0. Dunque A è un punto doppio non ordinario
(cuspide) di C ∩U1, e la tangente principale a C in A è data dalla chiusura proiettiva
τ3 della retta affine u = 0, ossia dalla retta τ3 = {x0 = 0}. Inoltre I(C, τ3,A) = 4,
per cui A è una cuspide non ordinaria.

(b) Intersecando C con la retta x0 = 0 troviamo come punti impropri di C i
punti A = [0, 1, 0] e P = [0, 0, 1]. Per quanto già visto in (a), il punto A non dà
luogo ad un asintoto. Abbiamo visto inoltre che P è un punto semplice per C; poiché
∇F(0, 0, 1) = (0, 1, 0), la tangente a C in P è la retta di equazione x1 = 0. Troviamo
cosı̀ che la retta affine di equazione x = 0 è un asintoto per C.

(c) Le rette del fascio di centro B = [1, 0, 0] hanno equazione ax1 + bx2 = 0 al
variare di [a, b] ∈ P1(R).

La retta del fascio corrispondente a b = 0, cioè la retta x1 = 0, soddisfa la
richiesta in quanto è tangente a C sia in B che in P.
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Supponiamo dunque b 
= 0, ad esempio b = −1, e vediamo per quali valori di
a ∈ R la retta x2 = ax1 è tangente a C in due punti distinti. Sostituendo x2 = ax1

nell’equazione della curva otteniamo l’equazione

x3
1((1− a)(1 + a)2x2

0 + a4x2
1) = 0

da cui riconosciamo che per ogni valore di a la retta interseca C in B = [1, 0, 0]
almeno 3 volte, fatto ovvio visto che si tratta di un punto triplo. Resta dunque da
vedere per quali valori di a le ulteriori intersezioni coincidono e sono diverse da B.

L’equazione (1 − a)(1 + a)2x2
0 + a4x2

1 = 0 avrà due soluzioni coincidenti solo
se a = 0 oppure se (1− a)(1 + a) = 0.

Il valore a = 0 è accettabile in quanto la corrispondente retta x2 = 0 è tangente
a C nei punti B (triplo) e A (cuspide).

Invece i valori a = 1 e a = −1 sono entrambi non accettabili in quanto le
corrispondenti rette x2 = x1 e x2 = −x1 (che avevamo denotato τ1 e τ2) intersecano
C solo in B con molteplicità 5.

Esercizio 3.19

Data la curva C di P2(C) di equazione

F(x0, x1, x2) = x2
0x

2
1 − x0x1x

2
2 − 3x4

1 − x2
0x

2
2 − 2x0x

3
1 = 0,

se ne calcolino i punti singolari e le loro molteplicità e tangenti principali.
Si dica inoltre se C è riducibile.

Soluzione I punti singolari di C sono dati dalle soluzioni del sistema⎧⎨⎩
Fx0 = 2x0x2

1 − x1x2
2 − 2x0x2

2 − 2x3
1 = 0

Fx1 = 2x2
0x1 − x0x2

2 − 12x3
1 − 6x0x2

1 = 0
Fx2 = −2x0x2(x0 + x1) = 0

.

Con facili calcoli si ottiene che i punti singolari di C sono P = [0, 0, 1], Q = [1, 0, 0],
R = [1,−1, 2] e S = [1,−1,−2].

Notiamo ora che P, R e S giacciono sulla retta r di equazione x0 + x1 = 0.
Si ha perciò I(C, r,P) + I(C, r,R) + I(C, r, S) ≥ 2 + 2 + 2 = 6 > 4, per cui
per il Teorema di Bézout la retta r è una componente irriducibile di C. In effetti, se
G(x0, x1, x2) = x0x2

1 − 3x3
1 − x0x2

2, si ha F(x0, x1, x2) = (x0 + x1)G(x0, x1, x2), e
quindi C è riducibile.

Poste su U0 le coordinate u = x1
x0

, v = x2
x0

, l’equazione della parte affine C ∩U0

di C diventa f (u, v) = u2 − uv2 − 3u4 − v2 − 2v3 = 0. Poiché in tali coordinate
Q corrisponde all’origine, e la componente omogenea di f di grado minimo è (u +
v)(u−v), Q è un punto doppio ordinario di C con tangenti principali rispettivamente
di equazione x1 + x2 = 0 e x1 − x2 = 0.

Allo scopo di calcolare le molteplicità e le tangenti principali dei punti singolari
di C che giacciono su r, sfruttiamo ora le informazioni ottenute sulla fattorizzazione
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di F . Poiché

Gx0 = x2
1 − x2

2, Gx1 = 2x0x1 − 9x2
1, Gx2 = −2x0x2,

se D è la curva di equazione G = 0, i punti P,R, S sono punti semplici di D.
Poiché C = r + D, ne segue che P,R, S sono punti doppi di C (cfr. Esercizio 3.1).
Inoltre, dal calcolo delle derivate parziali di G è immediato ricavare le equazioni
delle rette tangenti rP, rR, rS a D in P,R, S. Tali rette sono date da rP = {x0 = 0},
rR = {3x0 +11x1 +4x2 = 0}, rS = {3x0 +11x1−4x2 = 0}. Le tangenti principali
aQ in P (rispettivamente in R, S) sono allora date da r, rP (rispettivamente, da r, rR,
e da r, rS) (cfr. Esercizio 3.1).

Esercizio 3.20

Si consideri, al variare dei parametri a, b ∈ C, la curva C di C2 di equazione
f (x , y) = x2(y − 5)2 + y(bx + a2y) = 0.

(a) Si determinini il numero degli asintoti di C.
(b) Si dica se il punto (0, 0) ∈ C2 è singolare per C, se ne calcoli la molteplicità e

si dica se è un punto ordinario.
(c) Si dica se esistono valori dei parametri a, b ∈ C tali che la curva C passi per il

punto (−1, 1) e sia ivi tangente alla retta 3x + 5y − 2 = 0.

Soluzione (a) La chiusura proiettiva C di C in P2(C) ha equazione

F(x0, x1, x2) = x2
1(x2 − 5x0)2 + x0x2(bx1 + a2x2) = 0.

Pertanto i punti impropri di C, ovvero i punti di intersezione tra C e la retta x0 = 0,
sono P = [0, 1, 0] e Q = [0, 0, 1].

Allo scopo di determinare le tangenti principali a C inP, utilizziamo le coordinate
affini u = x0

x1
, v = x2

x1
definite sulla carta affine U1. Con questa scelta di coordinate,

il punto P corrisponde al punto (0, 0) e la parte affine C ∩U1 ha equazione f1(u, v) =
(v− 5u)2 + uv(b + a2v) = 0. Poiché f1 non contiene monomi di primo grado, P è
singolare. Inoltre, la parte omogenea di f1 di grado 2 è data da v2+uv(b−10)+25u2:
essa non è mai identicamente nulla, ed è il quadrato di un polinomio lineare se e solo
se b = 0 oppure b = 20. Ne segue che P è un punto doppio non ordinario se b = 0
o b = 20, ed un punto doppio ordinario altrimenti. Inoltre, poiché il monomio u non
divide il termine omogeneo di secondo grado di f1, la retta x0 = 0 non è mai tangente
principale a C in P. Dunque, gli asintoti di C la cui chiusura proiettiva contiene P
sono due se b 
= 0 e b 
= 20, uno altrimenti.

Per studiare la natura del punto Q ∈ C, scegliamo ora le coordinate affini s =
x0
x2

, t = x1
x2

definite su U2. Con questa scelta di coordinate, Q corrisponde al punto

(0, 0) e la parte affine C ∩U2 ha equazione f2(s, t) = t2(1− 5s)2 + s(bt + a2) = 0.
Se a 
= 0, il punto Q è pertanto liscio, e la tangente (principale) a C in Q ha

equazione x0 = 0. In tal caso C non ha asintoti la cui chiusura proiettiva passi per Q.
Se invece a = 0, la parte quadratica omogenea di f2 è data da t(t + bs): essa è

sempre non nulla, ed è il quadrato di un polinomio lineare se e solo se b = 0. Ne
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segue che P è un punto doppio non ordinario se b = 0, ed un punto doppio ordinario
altrimenti. Inoltre, poiché il monomio s non divide il termine omogeneo di secondo
grado di f2, la retta x0 = 0 non è mai tangente principale a C inP. Dunque, gli asintoti
di C la cui chiusura proiettiva contiene Q sono due se b 
= 0, uno altrimenti.

In definitiva, il numero degli asintoti di C è:

– 4 se a = 0 e b /∈ {0, 20};
– 3 se a = 0 e b = 20;
– 2 se a = b = 0 oppure a 
= 0 e b /∈ {0, 20};
– 1 se a 
= 0, b ∈ {0, 20}.

(b) Poiché l’equazione diC non contiene termini lineari, (0, 0) è singolare. Inoltre,
il termine quadratico omogeneo dell’equazione di C è dato da 25x 2 + bxy + a2y2,
che è sempre non nullo, ed uguale al quadrato di un polinomio lineare se e solo se
b = ±10a. Dunque (0, 0) è un punto doppio, ed è ordinario se e solo se b 
= ±10a.

(c) Imponendo f (−1, 1) = 0 si ricava b = a2 + 16. Si ha inoltre fx (−1, 1) =
b − 32, fy(−1, 1) = 2a2 − b − 8. Dunque, la retta di equazione 3x + 5y − 2 = 0 è
tangente a C in (−1, 1) se e solo se b = a2 + 16 e

0 = det
(

b − 32 2a2 − b − 8
3 5

)
= 8b − 6a2 − 136.

Poiché il sistema b− a2− 16 = 8b− 6a2− 136 = 0 ha soluzione a = ±2, b = 20,
ne segue che la retta 3x + 5y − 2 = 0 è tangente a C in (−1, 1) se e solo se a = ±2
e b = 20.

Esercizio 3.21

Si consideri al variare dei parametri a, b, c ∈ C la curva C di C2 di equazione:

f (x , y) = x3(x2 + a) + y(x3 − x2y + by + c) = 0.

(a) Si calcolino la molteplicità del punto O = (0, 0) e le tangenti principali a C
in O. Nel caso in cui O sia un punto semplice, si determini la molteplicità di
intersezione in O tra C e la retta tangente a C in O.

(b) Si determinino i punti impropri e gli asintoti di C.
(c) Si determinino i valori di a, b, c per cui il punto Q = (0, 2) sia un punto singolare

di C e, per tali valori, si calcoli la molteplicità di Q per C, specificando se Q è
un punto ordinario.

Soluzione (a) Riordinando i monomi di f , si ottiene f (x , y) = cy + by2 + ax3 +
yx2(x−y)+x5. Pertanto, O è semplice se e solo se c 
= 0. In tal caso la tangente r a C
in O ha equazione y = 0, ed ammette pertanto la parametrizzazione γ : C→ C2 data
da γ(t) = (t, 0). Poiché f (γ(0)) = O, il valore I(C, r,O) è uguale alla molteplicità
di 0 come radice di f (γ(t)). Poiché f (γ(t)) = t3(t2 + a), si ha I(C, r,O) = 3 se
a 
= 0, e I(C, r,O) = 5 altrimenti.
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Se invece c = 0 e b 
= 0, il punto O risulta doppio non ordinario, con la sola
tangente principale y = 0. Se c = b = 0 e a 
= 0, allora O è un punto triplo non
ordinario, con la sola retta di equazione x = 0 come tangente principale. Infine, se
b = c = a = 0, allora O è un punto quadruplo non ordinario, e le tangenti principali
a C in O hanno equazione x = 0 (di molteplicità 2), y = 0 e x = y (ciascuna di
molteplicità 1).

(b) La chiusura proiettiva di C ha equazione

F(x0, x1, x2) = x3
1(x

2
1 + ax2

0) + x0x2(x3
1 − x2

1x2 + bx2x
2
0 + cx3

0) = 0.

Risolvendo il sistema F(x0, x1, x2) = x0 = 0 si ricava che P = [0, 0, 1] è l’unico
punto improprio di C. Siano ora u = x0

x2
, v = x1

x2
coordinate affini su U2. Con questa

scelta di coordinate P coincide con (0, 0) e la parte affine C ∩ U2 della chiusura
proiettiva di C ha equazione

g(u, v) = v3(v2 + au2) + u(v3 − v2 + bu2 + cu3) = 0.

La componente omogenea di grado minimo di g è u(bu2 − v2), per cui se α è una
radice quadrata di b, allora le tangenti principali a C in P intersecano U2 nelle rette
affini di equazione u = 0, v = αu, v = −αu (in particolare, se b = 0 allora P non è
ordinario, in quanto le tangenti v = αu, v = −αu coincidono). Dunque, le tangenti
principali a C in P hanno equazione x0 = 0, x1 = αx0, x1 = −αx0. Ne segue che
se b = 0 la curva C ha un solo asintoto, di equazione x = 0, altrimenti C ha due
asintoti, di equazione x = α e x = −α.

(c) Affinché Q sia singolare per C, si deve avere f (Q) = fx (Q) = fy(Q) = 0.
Poiché f (0, 2) = 4b + 2c, fx (0, 2) = 0 e fy(0, 2) = 4b + c, ciò si verifica se e solo se
b = c = 0. Supponiamo perciò b = c = 0 e studiamo la natura del punto Q. A tale
scopo, osserviamo che la traslazione τ : C2 → C2 definita da τ(x , y) = (x , y − 2)
verifica τ(Q) = (0, 0). Inoltre

f (τ−1(x , y)) = x2(x(x2 + a) + (y + 2)(x − y − 2)),

per cui la componente omogenea di grado minimo di f ◦ τ−1 è −4x2, e l’origine
è un punto doppio non ordinario di τ(C). Ne segue che Q è un punto doppio non
ordinario per C.

Esercizio 3.22

Al variare dei parametri a, b ∈ C, si consideri la curva affine Ca,b di equazione
f (x , y) = x3 − 2ay2 + bxy2 = 0.

(a) Si determinino i valori di a, b per cui la retta all’infinito è tangente alla chiusura
proiettiva Ca,b di Ca,b e per ciascuno di tali valori si dica se Ca,b è singolare nel
punto di tangenza.

(b) Si determinino, se esistono, a, b ∈ C tali che Ca,b passi per il punto (1, 2) con
tangente x − y + 1 = 0.
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Soluzione (a) L’equazione di Ca,b è data da

F(x0, x1, x2) = x3
1 − 2ax0x

2
2 + bx1x

2
2 = 0.

Affinché la retta all’infinito sia tangente a Ca,b in un puntoP, è necessario e sufficiente
che si abbia x0(P) = F(P) = Fx1(P) = Fx2(P) = 0. Pertanto, poiché Fx1 =
3x2

1 + bx2
2, Fx2 = −4ax0x2 + 2bx1x2, la retta all’infinito è tangente a Ca,b se e solo

se il sistema ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x0 = 0
x3
1 − 2ax0x

2
2 + bx1x

2
2 = 0

3x2
1 + bx2

2 = 0
−4ax0x2 + 2bx1x2 = 0

ammette una soluzione non banale. Si vede facilmente che ciò si verifica se e solo se
b = 0. Inoltre, se b = 0 l’unica soluzione omogenea non banale è data da [0, 0, 1].
Poiché Fx0(0, 0, 1) = −2a, infine, Ca,b è singolare nel punto di tangenza se e solo se
a = 0.

(b) La curva Ca,b passa per (1, 2) con tangente x − y + 1 = 0 se e solo se
f (1, 2) = 0 ed il vettore (fx(1, 2), fy(1, 2)) è multiplo di (1,−1). La prima condizione
è equivalente a 1 − 8a + 4b = 0, mentre la seconda è equivalente a fx (1, 2) =
−fy(1, 2), ovvero, dopo facili conti, a 3 − 8a + 8b = 0. Il sistema dato dalle due

equazioni appena ricavate ha come unica soluzione a = −1
8
, b = −1

2
, pertanto Ca,b

passa per (1, 2) con tangente x − y + 1 = 0 se e solo se a = −1
8
, b = −1

2
.

Esercizio 3.23

Sia k ≥ 1 un numero intero. Si consideri, al variare del parametro a ∈ C, la curva
C di C2 di equazione f (x , y) = xky2 − x5 + a = 0.

(a) Al variare di k e di a, si determinino i punti singolari di C e se ne calcolino le
molteplicità. Si specifichi inoltre se essi sono ordinari.

(b) Al variare di k e di a, si determinino i punti impropri e gli asintoti di C.
(c) Fissato k = 3, si dica quali fra i punti impropri di C sono punti di flesso.

Soluzione (a) L’insieme dei punti singolari di C è dato dalle soluzioni del sistema⎧⎨⎩
f (x , y) = xky2 − x5 + a = 0
fx(x , y) = kxk−1y2 − 5x4 = 0
fy(x , y) = 2xky = 0

.

Dalla terza equazione si deduce che deve essere x = 0 o y = 0. Tuttavia, se y = 0
dalla seconda equazione si ha x = 0, per cui ogni punto singolare verifica necessa-
riamente la condizione x = 0. Dalla prima equazione si deduce allora che se a 
= 0
non vi sono punti singolari.

Supponiamo allora a = 0.



3. Esercizi e soluzioni 127

Se k > 1, allora tutti i punti della forma (0, y0), y0 ∈ C, sono singolari, mentre
se k = 1 il solo punto singolare di C è dato da O = (0, 0).

Studiamo innanzi tutto la natura del punto O.
Se k < 3, la componente omogenea di f avente grado minimo è data da xky2, per

cui si ha mO(C) = 2+ k. Il punto O è non ordinario poiché la tangente principale di
equazione y = 0 ha molteplicità 2.

Se k = 3, si ha f (x , y) = x3(y2 − x2), mO(C) = 5 e O è non ordinario poiché la
tangente principale di equazione x = 0 ha molteplicità 3.

Se invece k > 3, la componente omogenea di f avente grado minimo è data da
−x5, per cui O è chiaramente un punto quintuplo non ordinario.

In definitiva, per qualsiasi valore di k il punto O è non ordinario di molteplicità
min{5, k + 2}.

Come detto, se k = 1 non vi sono altri punti singolari. Sia allora k > 1, e
studiamo la natura del punto (0, y0), con y0 
= 0. La traslazione τ : C2 → C2 definita
da τ(x , y) = (x , y + y0) verifica τ(0, 0) = (0, y0) e

f (τ(x , y)) = xk(y + y0)2 − x5 = y2
0x

k − x5 + 2y0x
ky + xky2.

Ne segue che, se k < 5, la componente omogenea di grado minimo di f ◦ τ è y2
0x

k ,
per cui il punto (0, y0) ha molteplicità k per C ed è non ordinario (ammette infatti
come sola tangente principale la retta x = 0). Se k > 5, la componente omogenea
di grado minimo di f ◦ τ è −x5, per cui (0, y0) è un punto quintuplo non ordinario
per C. Infine, se k = 5 si hanno due casi: se y0 
= ±1, la componente omogenea di
grado minimo di f ◦ τ è data da (y2

0− 1)x5, per cui (0, y0) è quintuplo non ordinario
per C, mentre se y0 = ±1 si ha f (τ(x , y)) = 2y0x

5y + x5y2, per cui (0,±1) è un
punto singolare non ordinario di molteplicità 6 per C.

Ricapitolando, se k > 1 i punti della forma (0, y0) sono sempre singolari non
ordinari, e hanno molteplicità uguale a min{5, k}, eccetto che per k = 5 e y0 = ±1,
caso in cui la molteplicità è uguale a 6.

(b) Studiamo separatamente i casi k < 3, k = 3, k > 3.
Se k < 3, l’equazione della chiusura proiettiva C di C è data da

F(x0, x1, x2) = x3−k
0 xk

1x
2
2 − x5

1 + ax5
0 = 0.

Ne segue facilmente che l’unico punto improprio di C è dato da P = [0, 0, 1]. Poste
su U2 coordinate affini u = x0

x2
, v = x1

x2
, si ha che la parte affine C ∩ U2 di C ha

equazione u3−kvk − v5 + au5 = 0. Inoltre, P ha coordinate affini (0, 0). Poiché le
tangenti principali a C ∩U2 in (0, 0) sono chiaramente le rette di equazione u = 0 e
v = 0, ne segue che le tangenti principali a P in C sono date da x0 = 0 e x1 = 0. La
prima di tali rette non dà origine ad alcun asintoto, per cui C ammette il solo asintoto
x = 0.

Se k > 3, l’equazione della chiusura proiettiva C di C è data da

F(x0, x1, x2) = xk
1x

2
2 − xk−3

0 x5
1 + axk+2

0 = 0.

I punti impropri di C sono pertanto P = [0, 0, 1] e Q = [0, 1, 0]. Poste su U2 le coor-
dinate affini u, v definite nel paragrafo precedente in modo che P venga identificato
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con (0, 0), la parte affine C ∩ U2 di C ha equazione vk − uk−3v5 + auk+2 = 0, la
cui componente omogenea di grado minimo è data da vk . Dunque la retta v = 0 è
l’unica tangente principale a C ∩ U2 in (0, 0), e da ciò segue facilmente che l’unico
asintoto di C la cui chiusura proiettiva passa per P è dato dalla retta x = 0.

Per studiare gli asintoti passanti per Q, poniamo su U1 coordinate affini s = x0
x1

,

t = x2
x1

. Notiamo che Q viene cosı̀ identificato con l’origine di C2, e che la parte

affine C ∩ U1 di C ha equazione g(s, t) = t2 − sk−3 + ask+2 = 0. È utile in questa
analisi distinguere diversi casi a seconda del valore di k.

Se k > 5, la componente omogenea di grado minimo di g(s, t) è data da t2;
dunque la retta t = 0 è l’unica tangente principale a C ∩ U1 in (0, 0), e da ciò segue
facilmente che l’unico asintoto di C la cui chiusura proiettiva passa per Q è dato dalla
retta y = 0.

Se k = 5, la componente omogenea di grado minimo di g(s, t) è data da t2 − s2

per cui C ∩ U1 ha come tangenti principali in (0, 0) le rette t − s = 0 e t + s = 0;
pertanto ci sono due asintoti di C la cui chiusura proiettiva passa per Q, ossia le rette
y − 1 = 0 e y + 1 = 0.

Se k = 4, la componente omogenea di grado minimo di g(s, t) è data da s;
ne segue che la retta s = 0 è l’unica tangente principale a C ∩ U1 in (0, 0) e di
conseguenza in questo caso non ci sono asintoti di C la cui chiusura proiettiva passa
per Q.

Sia ora k = 3. L’equazione della chiusura proiettiva di C è data allora da
F(x0, x1, x2) = x3

1x
2
2 − x5

1 + ax5
0 = 0. Il sistema F(x0, x1, x2) = x0 = 0 è ov-

viamente equivalente al sistema x3
1(x

2
1 − x2

2) = x0 = 0, per cui i punti impropri
di C sono dati da P = [0, 0, 1], M = [0,−1, 1], N = [0, 1, 1]. Poste su U2 le coor-
dinate affini u, v sopra introdotte, la parte affine C ∩ U2 di C ha allora equazione
f (u, v) = v3 − v5 + au5 = 0. Inoltre P,M ,N sono identificati rispettivamente con
i punti (0, 0), (0,−1), (0, 1) di C2. Ne segue immediatamente che l’unica tangente
principale a C in P ha equazione x1 = 0, per cui l’unico asintoto di C la cui chiusura
proiettiva passa per P ha equazione x = 0.

Allo scopo di determinare le tangenti principali a C in M e N , calcoliamo ora
il gradiente di F . Poiché Fx0 = 5ax4

0, Fx1 = 3x2
1x

2
2 − 5x4

1, Fx2 = 2x3
1x2, si ha

∇F(0,−1, 1) = (0,−2,−2), ∇F(0, 1, 1) = (0,−2, 2), per cui M ,N sono non
singolari per C, e le tangenti a C in M e in N hanno equazione rispettivamente
x1 + x2 = 0 e x1 − x2 = 0. Ne segue che, se k = 3, gli asintoti di C sono dati dalle
rette x = y, x = −y, x = 0.

(c) Mantenendo la notazione introdotta nell’ultima parte della soluzione di (b),
notiamo innanzi tutto che P, essendo singolare per C, non può essere un punto di
flesso. Verifichiamo invece che sia M sia N sono punti di flesso di C. Per quanto
visto, la tangente τM alla parte affine C ∩ U2 in (0,−1) ha equazione v = −1, ed
ammette pertanto la parametrizzazione γ : C→ C2 data da γ(r) = (r,−1). Poiché
γ(0) = (0,−1), ne segue che la molteplicità di intersezione I(C, τM ,M) è uguale
alla molteplicità di 0 come radice del polinomio f (γ(r)). Poiché f (γ(r)) = ar5, tale
molteplicità è maggiore o uguale a 5, dunque maggiore di 2. Inoltre, per quanto visto
nella soluzione di (b), M è non singolare per C, per cui M ne è un punto di flesso.



3. Esercizi e soluzioni 129

In maniera del tutto analoga si conclude che anche N è un punto di flesso per C: la
tangente τN a C∩U2 in (0, 1) è parametrizzata da η(r) = (r, 1), e si ha f (η(r)) = ar5,
per cui I(C, τN ,N) ≥ 5, da cui la tesi, in quanto N è non singolare per C.

Esercizio 3.24

Si determini una cubica D di R2 che verifichi le seguenti condizioni:

(i) (0, 1) è un punto doppio ordinario con tangenti principali di equazione y = 2x+1
e y = −2x + 1;

(ii) gli unici punti impropri di D sono [0, 1, 0] e [0, 0, 1];
(iii) la retta y = 5 è un asintoto per D.

Si dica inoltre se D ha altri asintoti.

Soluzione Consideriamo la traslazione τ : (X ,Y) → (x , y) = (X ,Y + 1) tale che
τ(0, 0) = (0, 1). Nelle coordinate X ,Y le rette da imporre come tangenti principali
hanno equazione Y = ±2X , pertanto la cubica deve avere una equazione del tipo

Y2 − 4X 2 + aX 3 + bX 2Y + cXY2 + d Y3 = 0,

ossia, tornando nelle coordinate x , y, del tipo

(y − 1)2 − 4x2 + ax3 + bx2(y − 1) + cx(y − 1)2 + d(y − 1)3 = 0.

Imponendo che [0, 1, 0] e [0, 0, 1] siano punti impropri otteniamo le condizioni a = 0
e d = 0. L’equazione della chiusura proiettiva D di D è pertanto data da

F(x0, x1, x2) = x0(x2 − x0)2 − 4x0x
2
1 + bx2

1(x2 − x0) + cx1(x2 − x0)2 = 0.

La chiusura proiettiva della retta y = 5 ha equazione x2 − 5x0 = 0 e il suo punto
improprio è [0, 1, 0]. Poiché ∇F(0, 1, 0) = (−4 − b, 0, b), il punto [0, 1, 0] è liscio
per ogni b; imponendo che la retta x2 − 5x0 = 0 sia tangente in [0, 1, 0] otteniamo
l’ulteriore condizione b = 1. Osserviamo infine che necessariamente c = 0, altri-
mentiD avrebbe altri punti impropri diversi da [0, 1, 0] e [0, 0, 1]. Si conclude dunque
che l’equazione di D deve essere

(y − 1)2 − 4x2 + x2(y − 1) = 0,

che peraltro verifica tutte le condizioni richieste.
Si verifica infine facilmente cheD non ha altri asintoti, in quanto [0, 0, 1], l’altro

punto improprio, è un punto liscio di D con tangente x0 = 0.
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Esercizio 3.25

Si determini una cubica D di P2(C) che verifichi che le seguenti condizioni:

(i) [1, 0, 0] è un punto doppio ordinario con tangenti principali di equazione x1 = 0
e x2 = 0;

(ii) [0, 1, 1] è un punto di flesso con tangente x0 = 0;
(iii) D passa per il punto [1, 4, 2].

Si dica inoltre se la cubica D è riducibile.

Soluzione Affinché la condizione (i) sia verificata, nella carta affine U0 l’equa-
zione di D ∩ U0 deve essere del tipo

xy + ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 = 0,

per cui D ha equazione

x0x1x2 + ax3
1 + bx2

1x2 + cx1x
2
2 + dx3

2 = 0,

con a, b, c, d ∈ C non tutti nulli.
Per imporre la condizione (ii), osserviamo che nella carta U2, rispetto alle coor-

dinate affini u = x0
x2

, v = x1
x2

, la parte affine D ∩ U2 ha equazione

f (u, v) = uv + av3 + bv2 + cv + d = 0.

Inoltre, la parte affine della retta r = {x0 = 0} ha equazione u = 0, mentre il punto
[0, 1, 1] ha coordinate (u0, v0) = (0, 1). Notiamo innanzi tutto che fu(0, 1) = 1,
per cui [0, 1, 1], se appartiene a D, è non singolare e in tal caso la condizione (ii)
è verificata se e solo se I(D, r, [0, 1, 1]) ≥ 3. Poiché la funzione γ : C → C2,
γ(t) = (0, t + 1) definisce una parametrizzazione di r ∩ U2 con γ(0) = (0, 1),
la molteplicità di intersezione I(D, r, [0, 1, 1]) è uguale alla molteplicità di 0 come
radice del polinomio f (γ(t)) = a(t + 1)3 + b(t + 1)2 + c(t + 1) + d . Dunque,
affinché I(D, r, [0, 1, 1]) ≥ 3 è necessario e sufficiente che si abbia

a + b + c + d = 3a + 2b + c = 3a + b = 0.

InfineD passa per [1, 4, 2] se e solo se 1+ 8a + 4b + 2c + d = 0. Poiché l’unica
soluzione del sistema ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

a + b + c + d = 0
3a + 2b + c = 0
3a + b = 0
1 + 8a + 4b + 2c + d = 0

è a = −1, b = 3, c = −3, d = 1, otteniamo che l’unica cubica D che soddisfa le
condizioni richieste ha equazione

x0x1x2 − x3
1 + 3x2

1x2 − 3x1x
2
2 + x3

2 = 0.

Poiché il punto [0, 1, 1] ∈ D è un flesso con retta tangente x0 = 0, per l’Eserci-
zio 3.10 la curva D è riducibile se e solo se contiene la retta x0 = 0. Dall’equazione
di D si vede immediatamente che questo non avviene, per cui D è irriducibile.
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Esercizio 3.26

(a) Si determini l’equazione di una cubica C di P2(C) passante per [1, 6, 2], avente
in Q = [1, 0, 0] un flesso con tangente x1 + x2 = 0 e in P = [0, 1, 0] una cuspide
con tangente principale x0 = 0.

(b) Si dica se C ha altri punti singolari e altri punti di flesso.
(c) Si dica se C è irriducibile.
(d) Si determinino tutte le rette H di P2(C) per cui la curva affine C ∩ (P2(C) \H)

non abbia asintoti.

Soluzione (a) Sia F(x0, x1, x2) = 0 un’equazione di una cubica C che verifichi
le richieste. Poniamo su U1 le coordinate affini u = x0

x1
, v = x2

x1
, e sia f1(u, v) =

F(u, 1, v) l’equazione della parte affine C∩U1 di C. Poiché P deve essere una cuspide
di C con tangente principale x0 = 0, l’origine (0, 0) ∈ C2 deve essere una cuspide
di C ∩ U1 con tangente principale u = 0, per cui, a meno di scalari non nulli,
f1(u, v) = u2 + au3 + bu2v + cuv2 + dv3 per qualche a, b, c, d ∈ C non tutti nulli.
Dunque F(x0, x1, x2) = x2

0x1 + ax3
0 + bx2

0x2 + cx0x2
2 + dx3

2.

Rispetto alle coordinate affini s = x1
x0

, t = x2
x0

inU0, l’equazione della parte affine

C∩U0 di C è allora f0(s, t) = F(1, s, t) = s+a+bt+ct2+dt3 = 0.Affinché C abbia
in Q un flesso con tangente x1 + x2 = 0, la curva definita da f0 deve avere un flesso
in (0, 0) con tangente s+ t = 0. Tale retta ammette la parametrizzazione γ : C→ C2

definita da γ(r) = (r,−r), e per tale parametrizzazione si ha γ(0) = (0, 0). Pertanto,
0 deve essere una radice del polinomio f0(γ(r)) di molteplicità almeno 3. Poiché
f0(γ(r)) = a + (1 − b)r + cr2 − dr3, si deve avere a = c = 0, b = 1. Dunque
f0(s, t) = s + t + dt3. Notiamo che Q è automaticamente non singolare per C, ed è
perciò un flesso. Inoltre, affinché si abbia [1, 6, 2] ∈ C deve essere f0(6, 2) = 0, da
cui 8 + 8d = 0 e d = −1, ed infine F(x0, x1, x2) = x2

0x1 + x2
0x2 − x3

2.

(b) È immediato verificare che il sistema⎧⎨⎩
Fx0 = 2x0x1 + 2x0x2 = 0
Fx1 = x2

0 = 0
Fx2 = x2

0 − 3x2
2 = 0

ammette (0, 1, 0) quale unica soluzione non banale a meno di fattori scalari non
nulli, per cui P è l’unico punto singolare di C. Inoltre, il determinante della matrice
Hessiana di F è dato da

HF(X ) = det

⎛⎝ 2x1 + 2x2 2x0 2x0

2x0 0 0
2x0 0 −6x2

⎞⎠ = 24x2
0x2.

È immediato verificare che le uniche terne omogenee non nulle che soddisfano il
sistema F(x0, x1, x2) = HF(x0, x1, x2) = 0 sono date da [0, 1, 0], [1, 0, 0], ovvero
dalle coordinate di P e Q. Poiché P è singolare, ne segue che l’unico flesso di C è
dato da Q.



132 3. Esercizi su curve e ipersuperfici

(c) Poiché C ha un unico punto singolare e un unico flesso, deduciamo che C è
irriducibile dal punto (d) dell’Esercizio 3.10.

(d) Osserviamo che la curva affine C ∩ (P2(C) \ H) non ha asintoti se e solo
se per ogni T ∈ C ∩ H esiste un’unica tangente principale a C in T , e tale tangente
è uguale a H . Sia dunque H una retta di P2(C). Poiché C è irriducibile e ha grado
3, per il Teorema di Bézout l’intersezione C ∩ H consta di uno, due o tre punti. Se
C ∩ H contiene almeno due punti, almeno in uno di essi, che indicheremo con S, la
molteplicità di intersezione tra C e H è uguale a 1. Ne segue che H non è tangente
a C in S, per cui S è non singolare, e la tangente (principale) a C in S definisce un
asintoto di C∩(P2(C)\H). Pertanto, se C∩(P2(C)\H) non ha asintoti deve esistere
R ∈ P2(C) tale che C ∩ H = {R} e I(C,H ,R) = 3. Ne segue che R è singolare per
C, oppure H è una tangente di flesso a C in R. Nel primo caso, per quanto provato in
(b) si deve avere R = P, e H deve essere l’unica tangente principale a C in P, dunque
H = {x0 = 0}. È inoltre immediato verificare che effettivamente C∩{x0 = 0} = P,
per cui H coincide con l’unica tangente principale a C nell’unico punto di C ∩ H .
Nel secondo caso, per quanto visto in (b) si deve avere R = Q e H = {x0 + x1 = 0}.
Anche in questo caso il Teorema di Bézout assicura che C ∩ H = {Q}. Inoltre, per
costruzione la tangente (principale) a C in Q è proprio H . In definitiva, la curva affine
C∩(P2(C)\H)non ha asintoti se e solo seH = {x0 = 0}oppureH = {x0+x1 = 0}.

Esercizio 3.27

Siano P,Q punti distinti di P2(C) e sia r la retta che li congiunge. Si determinino
gli interi k per cui esiste una quartica C di P2(C) che verifica le seguenti condizioni:

(i) P è un flesso per C con tangente la retta r;
(ii) Q è un punto doppio ordinario per C;
(iii) C ha k componenti irriducibili.

Soluzione Se C è una quartica che verifica le proprietà (i) e (ii), allora I(C, r,P) ≥
3 e I(C, r,Q) ≥ 2. Per il Teorema di Bézout, la retta r dovrà allora essere una com-
ponente irriducibile della quartica; più precisamente dovrà essere una componente
di molteplicità 1 perché altrimenti P sarebbe singolare. In particolare abbiamo che
C è necessariamente riducibile, ossia k ≥ 2.

D’altra parte vediamo che per ciascuno dei valori k = 2, 3, 4 possiamo trovare
una quartica che verifica le proprietà (i) e (ii) e che ha k componenti irriducibili.

Se k = 2, basta prendere una quartica avente come componenti irriducibili la retta
r e una cubica non singolare (e quindi irriducibile per l’Esercizio 3.3) non passante
per P e passante per Q con tangente diversa da r. Per mostrare che una tale cubica
esiste scegliamo un sistema di coordinate omogenee x0, x1, x2 tale che Q = [1, 0, 0]
e P = [0, 1, 0], e quindi r ha equazione x2 = 0. La cubica definita in questo sistema
di coordinate dall’equazione x0x2

2 − x3
1 − x1x2

0 = 0 ha le proprietà richieste.
Se k = 3, basta prendere una quartica avente come componenti irriducibili r,

un’altra retta s 
= r passante per Q e una conica irriducibile non passante né per P
né per Q.
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Se k = 4, basta prendere una quartica avente come componenti irriducibili r, una
retta s 
= r passante per Q e altre due rette distinte non passanti né per P né per Q.

Esercizio 3.28

Si dimostri che, se C è una curva affine di C2 di grado n, allora C ha al più n asintoti
distinti.

Soluzione Sia C la chiusura proiettiva di C in P2(C), e sia r ⊆ P2(C) la retta di
equazione x0 = 0. Poiché r non è una componente di C (cfr. 1.7.4), per il Teorema di
Bézout r e C si interesecano in un numero finito di punti P1, . . . ,Pk . Sia ai il numero
di asintoti di C la cui chiusura proiettiva passi per Pi. Naturalmente, la quantità
a =

∑k
i=1 ai dà il numero totale degli asintoti di C. Inoltre, poiché ogni asintoto

passante per Pi è una tangente principale a C in Pi, ed il numero delle tangenti
principali ad una curva in un suo punto è limitato dalla molteplicità del punto stesso,
per ogni i si ha ai ≤ mPi(C).

Inoltre, dal Teorema di Bézout e dal fatto che per definizione si ha I(C, r,Pi) ≥
mPi(C) per ogni i = 1, . . . , k, si deduce che

n =
k∑

i=1

I(C, r,Pi) ≥
k∑

i=1

mPi(C).

Dunque

a =
k∑

i=1

ai ≤
k∑

i=1

mPi(C) ≤ n,

ovvero la tesi.

Esercizio 3.29

Sia C una curva proiettiva non singolare di P2(C) di grado n > 1 e, per ogni punto
P ∈ C, sia τP la tangente a C in P. Dato Q ∈ P2(C), si dimostri che l’insieme
CQ = {P ∈ C | Q ∈ τP} è non vuoto e contiene al più n(n − 1) punti.

Soluzione Sia F = 0 un’equazione di C, e sia Q = [q0, q1, q2]. L’insieme CQ

coincide con l’insieme dei punti le cui coordinate omogenee [x0, x1, x2] verificano il
sistema{

Fx0(x0, x1, x2)q0 + Fx1(x0, x1, x2)q1 + Fx2(x0, x1, x2)q2 = 0
F(x 0, x1, x2) = 0

.

Mostriamo innanzi tutto che la prima delle due equazioni del sistema è non bana-
le. Se cosı̀ non fosse, il polinomio q0Fx0 + q1Fx1 + q2Fx2 sarebbe identicamente
nullo, per cui Fx0 , Fx1 , Fx2 sarebbero polinomi omogenei (o nulli) di grado n − 1
linearmente dipendenti. A meno di permutare le variabili, potremmo supporre allora
Fx2 = λFx0 + μFx1 per qualche λ,μ ∈ C. Per il Teorema di Bézout, l’insieme delle
soluzioni del sistema Fx0 = Fx1 = 0 è non vuoto perché n > 1. D’altronde, sotto
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l’ipotesi d’assurdo che stiamo assumendo, i punti di tale intersezione annullerebbero
anche Fx2 , e risulterebbero perciò singolari per C. Poiché C è liscia per ipotesi, ciò
dà una contraddizione.

Da quanto detto segue che l’insieme CQ coincide con l’insieme dei punti di
intersezione di C con una curva di grado n − 1. Per il Teorema di Bézout, si ha
perciò che CQ è non vuoto. Inoltre, essendo liscia, C è irriducibile per l’Esercizio 3.3.
Sempre per il Teorema di Bézout, ne segue che la cardinalità di CQ è al più n(n− 1).

Nota. Uncaso concreto di quanto visto qui in generale è descritto nell’Esercizio 3.15.
Con un ragionamento simile, ma un po’ più sottile, si può dimostrare più in

generale che, data una curva piana irriducibile C di P2(C) di grado n > 1 e un punto
Q /∈ Sing(C), l’insieme delle rette passanti per Q e tangenti a C in qualche punto è
non vuoto e ha cardinalità ≤ n(n − 1).

Esercizio 3.30

Sia C una quartica irriducibile di P2(C) avente 3 cuspidi. Si dimostri che le tre
tangenti principali a C nei punti cuspidali stanno in un fascio.

Soluzione Siano A,B,C i tre punti cuspidali della quartica C e denotiano con
τA , τB, τC le tangenti principali in tali punti. Osserviamo cheB 
∈ τA perché altrimenti,
per il Teorema di Bézout, la retta τA intersecherebbe C in almeno 5 punti (contati con
molteplicità) e quindi sarebbe una componente di C, contro l’ipotesi. Per lo stesso
motivo C 
∈ τA , A 
∈ τB e C 
∈ τB. Pertanto le rette τA e τB si intersecano in un punto
D distinto da A,B,C. D’altra parte i punti A,B,C non possono essere allineati su una
retta r perché altrimenti r sarebbe una componente di C, contro l’ipotesi. Dunque
A,B,C,D sono in posizione generale.

Possiamo allora fissare un sistema di coordinate omogenee rispetto al quale A =
[1, 0, 0],B = [0, 1, 0],C = [0, 0, 1],D = [1, 1, 1]. Rispetto a tali coordinate τA ha
equazione x1 − x2 = 0 e τB ha equazione x0 − x2 = 0.

Una quartica avente una cuspide in A con tangente principale x1 − x2 = 0 ha
equazione del tipo

x2
0(x1 − x2)

2 +x0(ax3
1 + bx2

1x2 + cx1x2
2 + dx3

2)+
+ex4

1 + f x3
1x2 + gx2

1x
2
2 + hx1x3

2 + kx4
2 = 0.

Imponendo che C abbia una cuspide in B con tangente principale x0 − x2 = 0 si
ottengono le relazioni

a = 0, e = 0, f = 0, g = 1, b = −2.

Imponendo infine che C abbia una cuspide in C si ottiene

d = 0, k = 0, h = 0, c = ±2.

Pertanto C ha equazione del tipo

x2
0x

2
1 + x2

0x
2
2 + x2

1x
2
2 − 2x2

0x1x2 − 2x0x
2
1x2 + cx0x1x

2
2 = 0.

Se fosse c = 2, l’equazione di C diventerebbe (x0x1 − x0x2 − x1x2)2 = 0, per
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cui C sarebbe riducibile, contro l’ipotesi. Dunque c = −2; in tal caso la tangente
principale τC in C a C ha equazione x0 − x1 = 0 e quindi il punto D sta anche sulla
terza tangente cuspidale τC.

K Esercizio 3.31

Sia P un punto non singolare di una curva C di P2(K) di equazione F(x0, x1, x2) = 0
e si supponga che la tangente τP alla curva in P non sia contenuta in C. Posto
m = I(C, τP ,P), si provi che:

(a) Il polinomio Hessiano HF di F non è nullo.
(b) I(H(C), τP ,P) = m − 2.
(c) Se m = 3 (cioè se P è un flesso ordinario di C), si ha I(H(C), C,P) = 1.

Soluzione (a), (b) Ricordiamo innanzi tutto (cfr. 1.9.4) che il fatto che HF sia
o meno il polinomio nullo può essere verificato in un qualunque sistema di coordi-
nate omogenee di P2(K) e che, se HF 
= 0 e quindi la curva Hessiana è definita,
I(H(C), τP ,P) può essere calcolato in un qualunque sistema di coordinate.

Scegliamo un sistema di coordinate omogenee in cuiP = [1, 0, 0] e τP ha equazio-
ne x2 = 0 e, per semplicità, denotiamo ancora con F(x0, x1, x2) = 0 un’equazione
di C in tale sistema di coordinate.

La parte affine C ∩U0 della curva nella carta U0 ha equazione f (x , y) = 0, dove
f (x , y) = F(1, x , y) è il polinomio deomogeneizzato di F rispetto a x0, e la tangente
a C ∩ U0 nell’origine ha equazione y = 0. Ne segue che

f (x , y) = xm ϕ(x) + y ψ(x , y),

con ϕ ∈ K[x ],ψ ∈ K[x , y],ϕ(0) 
= 0 e ψ(0, 0) 
= 0 (ricordiamo che si ha m ≥ 2 per
definizione di retta tangente). Si ha allora che

fx = xm−1h(x) + yψx (x , y)
fy = ψ(x , y) + yψy(x , y)
fxx = xm−2k(x) + yψxx(x , y)
fxy = ψx (x , y) + yψxy(x , y)
fyy = 2ψy(x , y) + yψyy(x , y)

(3.2)

con h(x) = mϕ(x)+xϕx (x) e k(x) = (m−1)h(x)+xhx (x). In particolare h(0) 
= 0
e k(0) 
= 0.

Calcoliamo adesso il deomogeneizzato del polinomio HF(X ) rispetto a x0. Indi-
chiamo con d il grado di F; si ha necessariamente d ≥ 2 dato che per ipotesi C non
contiene la retta tangente τP. Osserviamo che per l’identità di Eulero si ha

(d − 1)Fx0 = x0Fx0x0 + x1Fx0x1 + x2Fx0x2

(d − 1)Fx1 = x0Fx0x1 + x1Fx1x1 + x2Fx1x2

(d − 1)Fx2 = x0Fx0x2 + x1Fx1x2 + x2Fx2x2

dF = x0Fx0 + x1Fx1 + x2Fx2
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da cui si ricava che

x0Fx0x0 = (d − 1)Fx0 − x1Fx0x1 − x2Fx0x2

x0Fx0x1 = (d − 1)Fx1 − x1Fx1x1 − x2Fx1x2

x0Fx0x2 = (d − 1)Fx2 − x1Fx1x2 − x2Fx2x2

x0Fx0 = dF − x1Fx1 − x2Fx2 .

(3.3)

Usando le relazioni (3.3) e le proprietà del determinante, si ha

x0HF(X ) = det

⎛⎝ x0Fx0x0 Fx0x1 Fx0x2

x0Fx0x1 Fx1x1 Fx1x2

x0Fx0x2 Fx1x2 Fx2x2

⎞⎠ =

= det

⎛⎝ (d − 1)Fx0 − x1Fx0x1 − x2Fx0x2 Fx0x1 Fx0x2

(d − 1)Fx1 − x1Fx1x1 − x2Fx1x2 Fx1x1 Fx1x2

(d − 1)Fx2 − x1Fx1x2 − x2Fx2x2 Fx1x2 Fx2x2

⎞⎠ =

= det

⎛⎝ (d − 1)Fx0 Fx0x1 Fx0x2

(d − 1)Fx1 Fx1x1 Fx1x2

(d − 1)Fx2 Fx1x2 Fx2x2

⎞⎠ =

= (d − 1) det

⎛⎝ Fx0 Fx0x1 Fx0x2

Fx1 Fx1x1 Fx1x2

Fx2 Fx1x2 Fx2x2

⎞⎠ .

Utilizzando ancora le relazioni (3.3) e le proprietà del determinante si ottiene

x2
0HF(X ) = (d − 1) det

⎛⎝ x0Fx0 x0Fx0x1 x0Fx0x2

Fx1 Fx1x1 Fx1x2

Fx2 Fx1x2 Fx2x2

⎞⎠ =

= (d − 1) det

⎛⎝ dF (d − 1)Fx1 (d − 1)Fx2

Fx1 Fx1x1 Fx1x2

Fx2 Fx1x2 Fx2x2

⎞⎠ .

Deomogeneizzando rispetto a x0 si ottiene cosı̀

HF(1, x , y) = (d − 1) det

⎛⎝ d f (d − 1)fx (d − 1)fy
fx fxx fxy

fy fxy fyy

⎞⎠ . (3.4)

Sostituendo in (3.4) le relazioni (3.2) si ha

HF(1, x , y) =

= (d − 1) det

⎛⎝ d(xm ϕ+ y ψ) (d − 1)(xm−1h + yψx ) (d − 1)(ψ + yψy)
xm−1h + yψx xm−2k + yψxx ψx + yψxy

ψ + yψy ψx + yψxy 2ψy + yψyy

⎞⎠ .

Volendo calcolare la molteplicità di intersezione in P = (0, 0) con la retta di
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equazione y = 0, è sufficiente calcolare HF(1, x , 0). Si osserva allora che

HF(1, x , 0) = (d − 1) det

⎛⎝ d xm ϕ (d − 1)xm−1h (d − 1)ψ(x , 0)
xm−1h xm−2k ψx (x , 0)
ψ(x , 0) ψx (x , 0) 2ψy(x , 0)

⎞⎠ =

= xm−2 g(x),

con g(0) = −(d−1)k(0)(ψ(0, 0))2. Poiché k(0) 
= 0 eψ(0, 0) 
= 0, allora g(0) 
= 0.
Da ciò si deduce sia che HF non è nullo (e quindi è ben definita la curva Hessiana
H(C) di C), sia che I(H(C), τP,P) = m − 2.

(c) Sem = 3, si ha I(H(C), τP,P) = 1 per il punto (b). Ne segue cheP è un punto
liscio diH(C) e che la retta τP non è tangente aH(C) inP.Quindi, per l’Esercizio 3.57,
le curve C e H(C) non sono tangenti in P, ovvero si ha I(H(C), C,P) = 1.

K Esercizio 3.32

Sia C una curva ridotta di P2(C) di equazione F(x0, x1, x2) = 0. Si provi che:

(a) Se C non è unione di rette, allora il polinomio Hessiano HF(X ) non è nullo.
(b) Se C è irriducibile e ha infiniti punti di flesso, allora C è una retta.
(c) Se HF(X ) 
= 0, allora le uniche componenti irriducibili comuni a C e all’Hes-

siana H(C) sono le rette contenute in C.
(d) Se C è unione di rette concorrenti, allora HF(X ) = 0.

Soluzione (a) Poiché C è ridotta, Sing(C) è un insieme finito (cfr. Esercizio 3.4).
Inoltre per ipotesi esiste una componente irriducibile C1 di C che non è una retta.
La tesi si ottiene allora scegliendo un punto P ∈ C1 non singolare per C e usando il
punto (a) dell’Esercizio 3.31.

(b) Supponiamo per assurdo che C non sia una retta e sia d ≥ 2 il suo grado. Sia
P ∈ C un punto non singolare, sia τP la tangente a C inP e siam = I(C, τP,P). Poiché
C è irriducibile, τP non può essere una componente della curva e quindi m < ∞.
Per quanto provato nell’Esercizio 3.31 il polinomio HF(X ) non è nullo e la curva
Hessiana H(C) è tale che I(H(C), τP ,P) = m − 2. Poiché per ipotesi C ha infiniti
flessi, si ha HF(Q) = 0 per infiniti punti Q ∈ C. Quindi per il Teorema di Bézout
C è una componente irriducibile di H(C) e dunque I(C, τP ,P) ≤ I(H(C), τP,P). Si
ottiene cosı̀ m ≤ m − 2, il che è ovviamente assurdo.

(c) Ogni retta contenuta in C è contenuta in H(C) in quanto i suoi punti non
singolari per C (che sono infiniti in quanto C è ridotta) sono punti di flesso.Viceversa,
se C1 è una componente irriducibile comune a C e a H(C), allora ogni punto di C1
che è liscio per C è un flesso (sia per C1 che per C). Dato che esistono infiniti punti
con questa proprietà, C1 è una retta per (b).



138 3. Esercizi su curve e ipersuperfici

(d) Se C è unione di rette concorrenti, a meno di un cambiamento di coordinate,
possiamo supporre che esse si incontrino nel punto [1, 0, 0] e dunque abbiano equa-
zione di tipo ax1 + bx2 = 0. Allora C è definita da un polinomio omogeneo F non
dipendente da x0 e dunque la matrice Hessiana di F ha una colonna nulla, e quindi
determinante nullo.

Esercizio 3.33

Sia C la cubica di P2(K) definita dall’equazione:

F(x0, x1, x2) = x0x
2
2 − x3

1 − ax1x
2
0 − bx3

0 = 0,

dove a, b ∈ K. Si mostri che:

(a) Il punto P = [0, 0, 1] è un punto di flesso per C.
(b) C è irriducibile.
(c) C è non singolare se e solo se g(x) = x3 + ax + b non ha radici multiple, o,

equivalentemente, se e solo se 4a3 + 27b2 
= 0.
(d) Se K = C e C è non singolare, esistono esattamente 4 rette passanti per P e

tangenti a C.

Soluzione (a) Si ha:

∇F(x0, x1, x2) = (x2
2 − 2ax0x1 − 3bx2

0,−3x2
1 − ax2

0, 2x0x2).

Si verifica quindi immediatamente che P è un punto liscio di C e che TP(C) è la retta
x0 = 0. Poiché F(0, x1, x2) = −x3

1, la retta x0 = 0 interseca C in P con molteplicità
3 e quindi P è un punto di flesso.

(b) Osserviamo innanzi tutto che è sufficiente considerare il caso K = C, in
quanto se K = R e la complessificata CC di C è irriducibile, anche C è ovviamente
irriducibile.

Supponiamo quindi K = C. Poiché P è un punto di flesso e la tangente di flesso
è la retta x0 = 0 che non è contenuta in C, la curva è irriducibile per l’Esercizio 3.10.

(c) Poiché P è l’unico punto di intersezione di C con la retta all’infinito x0 = 0,
è sufficiente esaminare la parte affine C ∩ U0 di C. Nelle coordinate affini x =
x1
x0

, y = x2
x0

, la curva C ∩ U0 è definita dall’equazione f (x , y) = y2 − g(x) = 0,

dove g(x) = x3 + ax + b. I punti singolari di C0 sono le soluzioni del siste-
ma

2y = 0, g′(x) = 0, y2 − g(x) = 0,

cioè sono i punti (α, 0) con g(α) = g′(α) = 0. Quindi C è singolare se e solo se
g(x) ha una radice multipla α. Questo avviene se e solo se il risultante Ris(g, g′) dei
polinomi g(x) e g′(x) = 3x2 + a si annulla (cfr. 1.9.2). Per definizione Ris(g, g′) è
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il determinante della matrice di Sylvester:

S(g, g′) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
b a 0 1 0
0 b a 0 1
a 0 3 0 0
0 a 0 3 0
0 0 a 0 3

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

ed è quindi uguale a 4a3 + 27b2. Alternativamente, si può osservare che la cop-
pia di equazioni g(x) = x3 + ax + b = 0, g′(x) = 3x2 + a = 0 è equivalen-
te alla coppia di equazioni 2ax + 3b = 0, 3x2 + a = 0; è poi facile verificare
che queste due ultime equazioni ammettono una soluzione comune se e solo se
4a3 + 27b2 = 0.

(d) Abbiamo già verificato che la retta all’infinito x0 = 0 è tangente a C in P. La
parte affine della retta tangente a C in un punto proprio R di coordinate affini (α,β)
ha equazione−g′(α)(x−α)+2β(y−β) = 0, per cui il punto P appartiene a TR(C)
se e solo se β = 0 (e dunque g(α) = 0).

Quindi i punti propri R tali che P ∈ TR(C) sono in corrispondenza biunivoca
con le radici di g(x) e le rette tangenti a C in tali punti sono distinte. Poiché C è non
singolare per ipotesi, come spiegato nella soluzione del punto (c) le radici di g sono
distinte. Visto che g ha grado 3 eK = C, risulta da questo ragionamento che ci sono
in totale 4 rette tangenti a C e passanti per P.

K Esercizio 3.34 (Equazione di Weierstrass di una cubica piana liscia)

Sia C una cubica non singolare e irriducibile di P2(K). Si mostri che:

(a) C ha almeno un flesso.
(b) Se P ∈ C è un flesso, esiste un sistema di coordinate omogenee x0, x1, x2 di

P2(K) tale che P ha coordinate [0, 0, 1] e C è definita dall’equazione

x0x
2
2 − x3

1 − ax1x
2
0 − bx3

0 = 0,

dove a, b ∈ K e 4a3 + 27b2 
= 0.
(c) SeK = C, esiste un sistema di coordinate omogenee x0, x1, x2 di P2(C) tale che

P ha coordinate [0, 0, 1] e C è definita dall’equazione

x0x
2
2 − x1(x1 − x0)(x1 − λx0) = 0,

con λ ∈ C \ {0, 1}.

Soluzione (a) Osserviamo innanzi tutto che per l’Esercizio 3.12 il supporto di C
contiene infiniti punti anche nel caso K = R.

Sia F(x0, x1, x2) = 0 un’equazione di C e sia HF(X ) il polinomio Hessiano di
F . Se HF = 0, tutti i punti di C, essendo lisci per ipotesi, sono flessi (in realtà,
sfruttando gli Esercizi 3.9 e 3.32, si può mostrare che questo caso non si presenta).
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Se HF non è nullo, ha grado 3; allora per il Teorema di Bézout, se K = C, o per
l’Esercizio 3.12, seK = R, esiste almeno un punto P ∈ C tale che HF(P) = 0. Dato
che C è non singolare, P è un punto di flesso.

(b) Scegliamo coordinate omogenee w0,w1,w2 tali che P = [0, 0, 1] e la retta
TP(C) ha equazione w0 = 0. Dato che P è un flesso, la curva C risulta definita da
un’equazione della forma:

w0w
2
2 + 2w2w0A(w0,w1) + B(w0,w1) = 0,

dove A e B sono polinomi omogenei (o nulli) di grado rispettivamente 1 e 3. Nel si-
stema di coordinate omogenee y0 = w0, y1 = w1, y2 = w2 +A(w0,w1) l’equazione
di C assume la forma y0y

2
2+C(y0, y1) = 0, dove C è omogeneo di grado 3. Più preci-

samente, dato che C è irriducibile e quindi non ha la retta y0 = 0 come componente,
si ha C(y0, y1) = −cy3

1 + y0D(y0, y1), con c ∈ K∗ e D polinomio nullo o omogeneo
di grado 2. Con il cambiamento di coordinate z0 = y0, z1 = y1

c , z2 = y2

c2 , la curva C
risulta definita da un’equazione della forma z0z

2
2 − z31 − αz21z0 − βz1z

2
0 − γz30 = 0,

con α,β, γ ∈ K. Infine, il cambiamento di coordinate x0 = z0, x1 = z1 + α
3 z0,

x2 = z2 porta l’equazione di C nella forma x0x2
2 − x3

1 − ax1x2
0 − bx3

0 = 0, con
a, b ∈ K. Poiché in tutti i sistemi di coordinate che abbiamo utilizzato il punto P ha
coordinate [0, 0, 1], abbiamo ottenuto per C un’equazione della forma richiesta. Si
ha inoltre 4a3 + 27b2 
= 0 per l’Esercizio 3.33.

(c) Consideriamo le coordinate omogenee y0, y1, y2 e il polinomio C(y0, y1)
introdotti nella soluzione del punto (b). Siano c(y) = C(1, y), siano α1,α2,α3 ∈ C
le radici di c(y) e per i = 1, 2, 3, sia Qi = [1,αi, 0]. Notiamo che i Qi sono distinti,
perché se αi fosse una radice multipla di c il punto Qi sarebbe singolare. Esiste un
cambiamento di coordinate omogenee z0 = y0, z1 = μy0 + νy1, z2 = y2, con μ, ν ∈
C,ν 
= 0, tale che nel sistemadi coordinate z0, z1, z2 si haQ1 = [1, 0, 0],Q2 = [1, 1, 0]
eQ3 = [1,λ, 0], per un opportunoλ 
= 0, 1. In un tale sistemadi coordinateC è data da
un’equazione della forma z0z22−G(z0, z1) = 0. Poiché C∩{z2 = 0} = {Q1,Q2,Q3},
esiste τ ∈ C∗ tale che G(z0, z1) = τz1(z1−z0)(z1−λz0). Sia δ ∈ C tale che δ2 = τ ;

nelle coordinate x0 = z0, x1 = z1, x2 = z2
δ

la curva C è definita dall’equazione

x0x2
2 − x1(x1 − x0)(x1 − λx0) = 0.

Esercizio 3.35

Sia D ⊂ P2(R) una cubica irriducibile. Si mostri che D è non singolare se e solo se
DC ⊂ P2(C) è non singolare.

Soluzione 1 Osserviamo che i punti singolari di D sono precisamente i punti
singolari reali di DC. Quindi, se DC è non singolare, anche D lo è.

Viceversa mostriamo che, se D è non singolare, anche DC è non singolare. Sup-
poniamo quindi per assurdo cheD sia liscia e che esista un punto singolare P ∈ DC.
Il punto Q = σ(P) è distinto da P ed è anch’esso un punto singolare di DC. La retta
r = L(P,Q) interseca DC con molteplicità ≥ 2 sia in P che in Q e quindi è una
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componente di DC per il Teorema di Bézout. Dato che r = σ(r), la retta r è reale
(cfr. Esercizio 3.7) ed è quindi una componente di D, contro l’ipotesi.

Soluzione 2 Come nella Soluzione (1) si osserva che, se DC è non singolare,
anche D lo è.

Supponiamo ora che la curva D sia liscia. Per l’Esercizio 3.34 esiste un sistema
di coordinate omogenee x0, x1, x2 di P2(R) in cui D è definita da un’equazione
della forma F(x0, x1, x2) = x0x

2
2 − x3

1 − ax1x
2
0 − bx3

0 = 0 con a, b ∈ R tali
che 4a3 + 27b2 
= 0. La curva DC, essendo definita nel corrispondente sistema
di coordinate omogenee di P2(C) dalla stessa equazione F(x0, x1, x2) = 0, risulta
allora non singolare per l’Esercizio 3.33.

Nota. L’ipotesi cheD sia irriducibile non può essere eliminata. Infatti seD = r +Q,
dove r è una retta e Q è una conica non degenere tale che Q ∩ r = ∅, la curva D
è non singolare ma la sua complessificata DC è singolare nei punti di rC ∩ QC
(cfr. Esercizio 3.2).

Esercizio 3.36 (Cubiche complesse nodate)

Sia C una cubica proiettiva irriducibile di P2(C) con un nodo. Si mostri che:

(a) C è proiettivamente equivalente alla cubica di equazione

x0x1x2 + x3
0 + x3

1 = 0.

(b) C ha tre flessi, che sono allineati.

Soluzione (a) Osserviamo preliminarmente che due curve sono proiettivamente
equivalenti se e solo se esistono sistemi di coordinate proiettive rispetto ai quali esse
sono descritte dalla stessa equazione. Siano P il nodo di C e r, s le tangenti principali
a C in P. Poiché la curva di equazione x0x1x2 + x3

0 + x3
1 = 0 ha un nodo in [0, 0, 1]

con tangenti principali di equazione x0 = 0 e x1 = 0, fissiamo innanzi tutto su P2(C)
coordinate y0, y1, y2 per cui si abbia P = [0, 0, 1], r = {y0 = 0}, s = {y1 = 0} (è
immediato verificare che un tale sistema di coordinate effettivamente esiste). Nelle
coordinate affini u = y0

y2
, v = y1

y2
definite sulla carta affine U2 l’equazione di C ∩U2

è del tipo uv + au3 + bu2v + cuv2 + dv3 = 0 per qualche a, b, c, d ∈ C non tutti
nulli. Dunque C ha equazione y0y1(y2 + by0 + cy1) + ay3

0 + dy3
1 = 0. Notiamo

inoltre che, affinché C sia irriducibile, è necessario che si abbia a 
= 0, d 
= 0.
Non è ora difficile costruire un nuovo sistema di coordinate rispetto al qua-

le C sia descritta dall’equazione richiesta. Siano infatti α, δ radici cubiche di a, d
rispettivamente. Poiché a 
= 0, d 
= 0 si ha ovviamente α 
= 0, δ 
= 0. La matrice⎛⎜⎜⎝

α 0 b
αδ

0 δ c
αδ

0 0 1
αδ

⎞⎟⎟⎠
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è invertibile, per cui esiste un ben definito sistema di coordinate omogenee z0, z1, z2
su P2(C) per cui si ha z0 = αy0, z1 = δy1, z2 = y2 + by0 + cy1

αδ
. Poiché

z0z1z2 + z30 + z31 = αδy0y1
y2 + by0 + cy1

αδ
+ α3y3

0 + δ3y3
1 =

= y0y1(y2 + by0 + cy1) + ay3
0 + dy3

1,

rispetto al sistema di coordinate z0, z1, z2 la curva C ammette l’equazione data nel
testo, e ciò implica la tesi.

(b) Sfruttando l’invarianza per proiettività della molteplicità di intersezione di
rette e curve, è immediato verificare che, se C è una curva proiettiva, P ∈ C e
f : P2(C) → P2(C) è una proiettività, allora P è di flesso per C se e solo se f (P) è
di flesso per f (C). Dunque, per dimostrare quanto richiesto è lecito assumere che C
sia definita dall’equazione G(x0, x1, x2) = x0x1x2 + x3

0 + x3
1 = 0. L’equazione della

curva Hessiana di C è data da

HG(x0, x1, x2) = det

⎛⎝ 6x0 x2 x1

x2 6x1 x0

x1 x0 0

⎞⎠ = 2x0x1x2 − 6(x3
0 + x3

1) = 0.

È ora immediato verificare che il sistema G(x0, x1, x2) = HG(x0, x1, x2) = 0 è
equivalente a x0x1x2 = x3

0 + x3
1 = 0, le cui soluzioni sono date dai punti [0, 0, 1],

[1,−1, 0], [1,ω, 0], [1,ω2, 0], dove ω 
= −1 è una radice cubica di −1 in C. Per
costruzione, [0, 0, 1] è singolare per C, mentre non è difficile verificare che [1,−1, 0],
[1,ω, 0], [1,ω2, 0] sono non singolari per C, e sono pertanto flessi di C. Tali flessi
giacciono sulla retta x2 = 0, e sono perciò allineati.

Nota. Il punto (a) dell’esercizio mostra in particolare che due cubiche irriducibili
di P2(C) aventi ciascuna un nodo sono proiettivamente equivalenti. In particolare,
quindi, ogni cubica complessa irriducibile con un nodo è proiettivamente equivalente
alla cubica di equazione x0x2

2 − x3
1 − x0x2

1 = 0.
Un caso esplicito del punto (b) è analizzato nell’Esercizio 3.17.

Nota (Cubiche reali nodate). Sia D una cubica irriducibile di P2(R) avente un
nodo P. La complessificata C = DC ha anch’essa un nodo in P e, essendo di grado
dispari, è irriducibile per l’Esercizio 3.9. Dunque C ha esattamente tre flessi per
l’Esercizio 3.36. Dato che C è la complessificata di una curva reale, l’insieme dei
suoi flessi è invariante per coniugio. Da questa osservazione segue che almeno uno
dei flessi di C è un punto reale Q, ed è pertanto un flesso di D. Allora, utilizzando
argomenti simili a quelli della soluzione dell’Esercizio 3.34, non è difficile mostrare
l’esistenza di un sistema di coordinate proiettive x 0, x1, x2 di P2(R) tale che P =
[1, 0, 0], Q = [0, 0, 1] e D è definita da una delle seguenti equazioni:

(1) x0x2
2 − x3

1 + x0x2
1 = 0;

(2) x0x2
2 − x3

1 − x0x2
1 = 0.

Si noti che le curve di P2(R) definite dalle equazioni (1) e (2) non sono proietti-
vamente isomorfe, in quanto il punto P è l’unico punto singolare di entrambe ma
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i coni tangenti in P alle due curve non sono proiettivamente isomorfi. Calcolando
esplicitamente l’Hessiano, si verifica che nel caso (1) la curvaD ha tre flessi, mentre
nel caso (2) ne ha soltanto uno.

Esercizio 3.37 (Cubiche complesse cuspidate)

Sia C una cubica irriducibile di P2(C) con una cuspide. Si dimostri che:

(a) C ha esattamente un flesso.
(b) C è proiettivamente equivalente alla cubica di equazione x0x2

1 = x3
2.

Soluzione (a) Siano P il punto di cuspide di C e r la tangente principale in
tale punto. Sia Q un altro punto della cubica diverso da P; necessariamente Q è non
singolare perché altrimenti la retta L(P,Q) incontrerebbe la cubica in almeno 4 punti
(contati con molteplicità) e quindi sarebbe componente irriducibile di C, che invece è
per ipotesi irriducibile. Sia s la tangente a C in Q, e si noti che se s contenesse P allora
incontrerebbe la cubica in almeno 4 punti (contati con molteplicità), il che è ancora
assurdo. In particolare r 
= s, per cui è ben definito il punto R = r ∩ s. Poiché i punti
P,Q,R non sono allineati, è possibile scegliere un riferimento proiettivo in P2(C) di
cui essi siano i punti fondamentali e quindi P = [1, 0, 0],Q = [0, 1, 0],R = [0, 0, 1].

Affinché [1, 0, 0] sia una cuspide con tangente L(P,R) = {x1 = 0}, l’equazione
di C deve essere del tipo

x0x
2
1 + ax3

1 + bx2
1x2 + cx1x

2
2 + dx3

2 = 0,

con a, b, c, d ∈ C non tutti nulli. La curva definita da una tale equazione passa per
Q se e solo se a = 0 e ha x0 = 0 come tangente in Q se e solo se b = 0. Dunque
l’equazione di C sarà del tipo

F(x0, x1, x2) = x0x
2
1 + cx1x

2
2 + dx3

2 = 0,

con d 
= 0 in quanto altrimenti C sarebbe riducibile. Per determinare i punti di flesso
di C osserviamo che

HF(x0, x1, x2) = det

⎛⎝ 0 2x1 0
2x1 2x0 2cx2

0 2cx2 2cx1 + 6dx2

⎞⎠ = −8x2
1(3dx2 + cx1).

Osserviamo che la retta x1 = 0 interseca la curva C solo nel punto singolare P,
conformemente al fatto che P è singolare e x1 = 0 è (l’unica) tangente principale a
C. Dato che d 
= 0, la retta 3dx2 + cx1 = 0 non è invece una tangente principale e
interseca quindi C in P con molteplicità 2. Ne segue che interseca C con molteplicità
1 in un punto T 
= P, che è necessariamente non singolare per C. (In effetti con un
facile calcolo si ottiene T = [−2c3, 27d2,−9cd ] e Fx0(T) 
= 0). Quindi T è l’unico
flesso di C.

(b) Osserviamo preliminarmente che due curve sono proiettivamente equivalenti
se e solo se esistono sistemi di coordinate proiettive rispetto ai quali esse sono
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descritte dalla stessa equazione. Osserviamo inoltre che la curva di equazione x0x2
1 =

x3
2 ha una cuspide in [1, 0, 0] con tangente principale di equazione x1 = 0, un flesso

in [0, 1, 0] con tangente di equazione x0 = 0 e passa per [1, 1, 1].
Siano P, T rispettivamente la cuspide ed il flesso di C, siano r la tangente prin-

cipale di C in P e s la tangente di flesso di C in T . Posto R = r ∩ s, come osservato
nella soluzione di (a) i punti P,T ,R sono in posizione generale. Inoltre, poiché C è
irriducibile, il supporto di C non è contenuto in L(P,T) ∪ L(P,R) ∪ L(T ,R), per
cui è possibile scegliere un punto S ∈ C in modo tale che P,T ,R, S sia un sistema
di riferimento proiettivo di P2(C). Fissiamo allora su P2(C) le coordinate omogenee
y0, y1, y2 indotte dal sistema di riferimento P,T ,R, S.

Come sopra mostrato, l’equazione di C è del tipo

F(y0, y1, y2) = y0y
2
1 + cy1y

2
2 + dy3

2 = 0,

con d 
= 0, e si haH F(y0, y1, y2) = −8y2
1(3dy2+cy1). Dal passaggio di C per S e dal

fatto che T è di flesso per C si ottengono le condizioni F(1, 1, 1) = HF(0, 1, 0) = 0,
che implicano a loro volta c = 0 e d = −1. Dunque F(y0, y1, y2) = y0y2

1 − y3
2, da

cui la tesi.

Nota. In particolare l’esercizio prova che due cubiche irriducibili di P2(C) aventi
ciascuna una cuspide sono proiettivamente equivalenti.

Casi espliciti di quanto appena dimostrato sono descritti nell’Esercizio 3.26 e
nell’Esercizio 3.53.

Nota (Cubiche reali cuspidate). SiaD una cubica irriducibile di P2(R) avente una
cuspide P. La complessificata C = DC ha anch’essa una cuspide in P e, essendo di
grado dispari, è irriducibile per l’Esercizio 3.9. Dunque C ha esattamente un flesso T
per l’Esercizio 3.37. Dato che C è la complessificata di una curva reale, l’insieme dei
suoi flessi è invariante per coniugio. Ne segue che T è un punto reale ed è pertanto
un flesso di D.

Poiché per l’Esercizio 3.12 il supporto diD contiene infiniti punti, si puòmostrare
come nella soluzione del punto (b) l’esistenza di un sistema di coordinate proiettive
x0, x1, x2 di P2(R) tale che P = [1, 0, 0], T = [0, 1, 0], [1, 1, 1] ∈ D e D è definita
dall’equazione x0x2

1 − x3
2 = 0. Quindi le cubiche reali irriducibili con una cuspide

sono tutte proiettivamente isomorfe.
Osserviamo infine il cambiamento di coordinate y0 = x0, y1 = x2, y2 = x1,

trasforma D nella cubica y0y2
2 − y3

1 = 0, che è in forma di Weierstrass.

K Esercizio 3.38

Sia C una cubica liscia e irriducibile di P2(K) e siano P1,P2 ∈ C due flessi distinti.
Si mostri che:

(a) La retta L(P1,P2) interseca C in un terzo punto P3 diverso da P1 e da P2 che è
anch’esso un flesso per C.

(b) Esiste una proiettività g di P2(K) tale che g(C) = C e g(P1) = P2.
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Soluzione (a) Per l’Esercizio 3.34 esiste un sistemadi coordinate omogenee x0 , x1,
x2 su P2(K) tale che P1 = [0, 0, 1] e C ha equazione

x0x
2
2 − x3

1 − ax1x
2
0 − bx3

0 = 0,

dove a, b ∈ K e 4a3 +27b2 
= 0. Dato che P1 è l’unico punto di C sulla retta x0 = 0,
il punto P2 ha coordinate [1,α,β], con α,β ∈ K. Poiché deg C = 3 e P2 è un flesso,
la retta T P2(C) interseca C solo in P2, e dunque non passa per P1. Un calcolo analogo
a quelli svolti nella soluzione del punto (d) dell’Esercizio 3.33 mostra che questo
fatto è equivalente alla condizione β 
= 0.

Sia ora f : P2(K) → P2(K) la proiettività definita da [x0, x1, x2] �→ [x0, x1,−x2].
Si verifica facilmente che f (P1) = P1 e f (C) = C. Il punto f (P2) ha coordinate
omogenee [1,α,−β] ed è quindi distinto da P2 e allineato con P1 e P2, ed è quindi
il terzo punto P3 in cui L(P1,P2) interseca C. Inoltre P3 = f (P2) è un flesso,
in quanto è l’immagine di un flesso tramite una proiettività che manda in sé la
curva C.

(b) Sia ora y0, y1, y2 un sistema di coordinate omogenee tale cheP3 = [0, 0, 1] e C
abbia equazione y0y2

2− y3
1− a′y1y2

0− b′y3
0 = 0, con a′, b′ ∈ K (cfr. Esercizio 3.34).

Per quanto visto nella soluzione di (a), le coordinate di P1 e P2 in questo sistema
sono, rispettivamente, [1,α′,β′] e [1,α′,−β′], per qualche α′ ∈ K, β′ ∈ K∗. È
immediato a questo punto verificare che la proiettività g : P2(K) → P2(K) definita
da [y0, y1, y2] �→ [y0, y1,−y2] ha le proprietà richieste.

Esercizio 3.39 (Teorema di Salmon)

Sia C una cubica liscia di P2(C) e sia P ∈ C un flesso. Si mostri che:

(a) Ci sono esattamente 4 rette r1, r2, r3, r4 tangenti a C e passanti per P.

(b) Sia kP = β(r1, r2, r3, r4) e sia j (C,P) = (k2
P − kP + 1)3

k2
P(kP − 1)2

(si noti che j (C,P) è

indipendente dall’ordinamento delle rette r1, r2, r3, r4 per l’Esercizio 2.21); se
P′ ∈ C è un altro flesso, vale j (C,P) = j (C,P′).

Soluzione (a) Per l’Esercizio 3.34 esiste un sistemadi coordinate omogenee x0 , x1,
x2 tale che P = [0, 0, 1] e l’equazione di C è in forma di Weierstrass. L’enunciato
segue quindi dall’Esercizio 3.33.

(b) Se P′ ∈ C è un flesso, per l’Esercizio 3.38 esiste una proiettività g di P2(C)
tale che g(C) = C e g(P) = g(P′). Se r ′1, r

′
2, r

′
3, r

′
4 sono le rette tangenti C e passanti

per P′ si ha g ({r1, r2, r3, r4}) = {r ′1, r′2, r′3, r′4}. Per l’Esercizio 2.21 si ha quindi
j (C,P) = j (C,P′).

Nota (Invariante j di una cubica liscia).Data una cubica lisciaC diP2(C), abbiamo
visto (cfr. Esercizio 3.34) che C ha almeno un flesso P ed è quindi possibile definire
j (C,P) come nell’Esercizio 3.39. Inoltre, ancora per l’Esercizio 3.39, j (C,P) non
dipende dalla scelta del flesso ed è quindi determinato unicamente da C. Per questa
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ragione è consuetudine scrivere semplicemente j (C). Il numero complesso j (C) è
detto invariante j , o modulo, della cubica; nell’Esercizio 3.40 si mostra in effetti che
j (C) determina C a meno di isomorfismi proiettivi.

K Esercizio 3.40

Data una cubica liscia C di P2(C), sia j (C) l’invariante definito nell’Esercizio 3.39
e nella Nota successiva. Si provino le seguenti affermazioni:

(a) Se Cλ è la cubica di equazione

x0x
2
2 − x1(x1 − x0)(x1 − λx0) = 0,

con λ ∈ C \ {0, 1}, si ha j (Cλ) = (λ2 − λ+ 1)3

λ2(λ− 1)2
.

(b) Per ogni α ∈ C esiste una cubica liscia C di P2(C) tale che j (C) = α.
(c) Due cubiche lisce C e C′ di P2(C) sono proiettivamente equivalenti se e solo se

j (C) = j (C′).

Soluzione (a) Procedendo esattamente come nell’Esercizio 3.33 si verifica che Cλ

è liscia, che P = [0, 0, 1] ∈ Cλ è un flesso e che le rette tangenti a Cλ e passanti per P
sono la retta r1 = {x0 = 0}, che è la tangente di flesso in P, e le rette r2 = {x1 = 0},
r3 = {x1 − x0 = 0} e r4 = {x1 − λx0 = 0}. Si ha perciò β(r2, r1, r3, r4) = λ e

quindi j (Cλ) = (λ2 − λ+ 1)3

λ2(λ− 1)2
.

(b) Sia α ∈ C fissato; si consideri il polinomio p(t) = (t2− t +1)3−αt2(t−1)2.
Dato che p(t) ha grado positivo, esiste λ ∈ C tale che p(λ) = 0. Dato che p(0) =

p(1) = 1, si ha λ 
= 0, 1 e quindi
(λ2 − λ+ 1)3

λ2(λ− 1)2
= α. Per (a) la cubica Cλ di

equazione x0x2
2 − x1(x1 − x0)(x1 − λx0) = 0 ha modulo uguale a α.

(c) Supponiamo che C e C′ siano proiettivamente equivalenti e che g sia una
proiettività di P2(C) tale che g(C) = C′. Sia P ∈ C un flesso e siano r1, r2, r3, r4
le rette passanti per P e tangenti a C; allora P′ = g(P) è un flesso di C′ e le rette
r′1 = g(r1), . . . , r ′4 = g(r4) sono le rette passanti per P′ e tangenti a C′. Poiché
g induce un isomorfismo proiettivo tra il fascio di rette di centro P e il fascio di
rette di centro P′, risulta β(r1, r2, r3, r4) = β(r′1, r

′
2, r

′
3, r

′
4), e quindi, a maggior

ragione, j (C) = j (C′). Abbiamo cosı̀ mostrato che j (C) è invariante per isomorfismi
proiettivi.

Viceversa, siano C e C′ due cubiche lisce tali che j (C) = j (C′) = α. Per l’Eser-
cizio 3.34, esistono λ,λ′ ∈ C \ {0, 1} tali che C è proiettivamente equivalente alla
cubica Cλ definita dall’equazione x0x

2
2− x1(x1− x0)(x1− λx0) = 0 e C′ è proietti-

vamente equivalente alla cubica Cλ′ definita dall’equazione x0x2
2−x1(x1−x0)(x1−

λ′x0) = 0. Dato che le trasformazioni proiettive conservano j , per il punto (a)
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si ha
(λ′2 − λ′ + 1)3

λ′2(λ′ − 1)2
= j (C′) = j (C) =

(λ2 − λ+ 1)3

λ2(λ− 1)2
. (3.5)

Poiché l’equivalenza proiettiva è una relazione di equivalenza, per concludere basta
far vedere che Cλ e Cλ′ sono proiettivamente equivalenti. Dato che vale la rela-
zione (3.5), per l’Esercizio 2.21 esiste una proiettività f della retta {x2 = 0} tale
che:

f {[1, 0, 0], [0, 1, 0], [1, 1, 0], [1,λ, 0]} = {[1, 0, 0], [0, 1, 0], [1, 1, 0], [1,λ′, 0]}.
Inoltre, poiché le permutazioni (12)(34), (13)(24) e (14)(32) non cambiano il birap-
porto di una quaterna P1,P2,P3,P4 di punti distinti di una retta proiettiva (cfr. 1.5.2),
possiamo supporre che [0, 1, 0] sia fissato da f e che quindi f sia della forma
[x0, x1, 0] �→ [x0, ax0 + bx1, 0], dove a, b ∈ C e b 
= 0. Allora, ragionando co-
me nella soluzione del punto (c) dell’Esercizio 3.34, si vede che la proiettività g
di P2(C) definita da [x0, x1, x2] �→ [x0, ax0 + bx1, x2] trasforma Cλ in una cubica
D di equazione x0x2

2 − τx1(x1 − x0)(x1 − λ′x0) = 0, dove τ ∈ C∗. Sia δ ∈ C
tale che τ = δ2; la proiettività h definita da [x0, x1, x2] �→

[
x0, x1,

x2
δ

]
trasforma D

in Cλ′ .

Esercizio 3.41

Sia C una cubica liscia di P2(C). Si mostri che C ha esattamente 9 flessi.

Soluzione 1 Dato che C ha grado 3 ed è irriducibile per l’Esercizio 3.3, per
ogni flesso P di C si ha I(C,TP(C),P) = 3, cioè tutti i flessi di C sono ordinari. Per
l’Esercizio 3.31 è ben definita la curvaHessianaH(C) e lamolteplicità di intersezione
di C con H(C) in ogni punto di flesso di C è uguale a 1. Dato che H(C) è una cubica,
segue dal Teorema di Bézout che C e H(C) si intersecano esattamente in 9 punti, e
dunque C ha esattamente 9 flessi.

Soluzione 2 Per l’Esercizio 3.33 esistono coordinate omogenee x0, x1, x2 diP2(C)
tali che C sia definita dall’equazione F(x0, x1, x2) = x0x2

2− x3
1− ax1x2

0− bx3
0 = 0,

dove a, b ∈ C e 4a3 + 27b2 
= 0. Come abbiamo visto nell’Esercizio 3.33 e nella
sua soluzione, il punto P = [0, 0, 1] è un flesso di C e C interseca la retta x2 = 0 in
tre punti distinti R1,R2,R3 tali che P appartiene alle rette tangenti a C in R1,R2,R3.
Poiché C è liscia, e quindi irriducibile, si ha I(C,TRi(C),Ri) = 2 per i = 1, 2, 3. In
altre parole, i punti R1,R2,R3 non sono punti di flesso.

Dato che P è l’unico punto improprio di C ed è un flesso, possiamo limitare la
ricerca dei flessi alla parte affine C∩U0 di C. Nelle coordinate affini x = x1

x0
, y = x2

x0
,

la curva C ∩ U0 è data dall’equazione f (x , y) = y2 − g(x) = 0, dove g(x) =
x3 + ax + b. La matrice Hessiana di F è:

HessF(X ) =

⎛⎝ −2ax1 − 6bx0 −2ax0 2x2

−2ax0 −6x1 0
2x2 0 2x0

⎞⎠ .
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Calcolando il determinante di HessF(X ) e deomogeneizzando rispetto a x0 si ottiene
che la parte affine H(C) ∩ U0 della curva Hessiana H(C) è data dall’equazione
h(x , y) = 3xy2 + 3ax2 + 9bx − a2 = 0. Quindi i flessi di C ∩ U0 sono le soluzioni
del sistema di equazioni

y2 − g(x) = 0, h(x , y) = 0.

Eliminando y2 dalla seconda equazione, si ottiene il seguente sistema, che è equiva-
lente al precedente:

y2 − g(x) = 0, 3x4 + 6ax2 + 12bx − a2 = 0.

Mostriamoora che il polinomiop(x) = 3x4+6ax2+12bx−a2 = 0 ha radici distinte.
Si ha p ′(x) = 12x3 +12ax +12b = 12g(x), quindi p e p ′ hanno una radice comune
se e solo se p e g hanno una radice comune. Supponiamo per assurdo che esistaα ∈ C
tale che p(α) = g(α) = 0: allora il punto R = [1,α, 0] appartiene all’intersezione di
C con la retta x 2 = 0 ed è un flesso, contraddicendo le osservazioni fatte all’inizio.
Quindi p(x) ha 4 radici distinte α1,α2,α3,α4, nessuna delle quali è una radice di
g(x); a ciascuna radice αi corrispondono due flessi [1,αi,βi] e [1,αi,−βi] di C, dove
βi 
= 0 soddisfa β2

i = g(αi).
Riassumendo, la curva affine C ∩ U0 ha 8 flessi e quindi C ha 9 flessi.

Nota (Configurazione dei flessi di una cubica complessa liscia).Se C è una cubica
liscia di P2(C) e P1, . . . ,P9 sono i flessi di C, per l’Esercizio 3.38 per ogni scelta
di 1 ≤ i < j ≤ 9 la retta L(Pi,Pj ) contiene un terzo flesso. Usando questo fatto
non è difficile verificare che l’insieme delle rette congiungenti due flessi di C ha
esattamente 12 elementi e che le relazioni di incidenza tra queste 12 rette e i punti
P1, . . . ,P9 sono le stesse che valgono nel piano affine (Z/3Z)2. Un esempio esplicito
di questa corrispondenza è descritto nella Nota all’Esercizio 3.50.

K Esercizio 3.42 (Flessi di una cubica reale liscia)

Sia C una cubica liscia e irriducibile di P2(R). Si dimostri che C ha esattamente tre
flessi.

Soluzione Per l’Esercizio 3.34 la curva C ha almeno un flessoP e esiste un sistema
di coordinate omogenee di P2(R) tale che P = [0, 0, 1] e la curva affine C ∩ U0 è
data da un’equazione della forma f (x , y) = y2 − g(x) = 0, dove g è un polinomio
reale monico di grado 3 con radici distinte.

Poiché g, essendo di grado dispari, ha almeno una radice reale, si può supporre,
a meno di un cambiamento di coordinate affini della forma (x , y) �→ (x + c, y),
che g(0) = 0 e g(x) > 0 per x > 0. In altre parole, possiamo supporre g(x) =
x(x2 + mx + q) con m ≥ 0 e q > 0. Procedendo esattamente come nella soluzione
dell’Esercizio 3.41 si verifica che i flessi di C ∩ U0 sono le soluzioni del sistema:

y2 − g(x) = 0, p(x) = 3x4 + 4mx3 + 6qx2 − q2 = 0. (3.6)
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Osserviamo inoltre che p ′(x) = 12g(x). Poiché si ha p(0) = −q2 < 0 e p ′(x) =
12g(x) > 0 per ogni x > 0, esiste unico α1 ∈ (0,+∞) tale che p(α1) = 0. Per
costruzione si ha g(α1) > 0, dunque esiste β1 ∈ R tale che β2

1 = g(α1) e i punti
P1 = (α1,β1) e P2 = (α1,−β1) sono flessi di C ∩ U0.

Se 0 è l’unica radice di g(x), si ha g(x) < 0 per x ∈ (−∞, 0) e in tal caso, dato
che α1 è l’unica radice positiva di p(x), il sistema (3.6) non ha soluzioni diverse da
P1 e P2. Se invece g ha radici λ1 < λ2 < 0 e se esiste una soluzione Q = (α2,β2) di
(3.6), si ha p(α2) = 0 e g(α2) = β2

2 > 0 (come spiegato nella soluzione dell’Eser-
cizio 3.41, i polinomi p e g non hanno radici comuni). Ne segue che λ1 < α2 < λ2

e che α2 è l’unica radice di p nell’intervallo (λ1,λ2), dato che p(x) è crescente in
tale intervallo. In questo caso si hanno quindi, oltre a P, P1 e P2, esattamente altri
due flessi corrispondenti ai punti Q1 = (α2,β2) e Q2 = (α2,−β2). Riassumendo,
abbiamo provato che C può avere tre o cinque flessi.

Supponiamo che C abbia cinque flessi. Allora per l’Esercizio 3.38 la retta
L(P1,Q2) interseca C in un terzo flesso R e è immediato verificare che R non coin-
cide con nessuno dei punti P, P1, P2, Q1 e Q2. Si ha dunque una contraddizione che
mostra che C ha esattamente tre flessi.

Esercizio 3.43

Sia d ≥ 3, siano P1,P2 ∈ P2(K) punti distinti, e sia li una retta proiettiva passante
per Pi, i = 1, 2. Sia Λd lo spazio delle curve proiettive di grado d , e siano

F1 = {C ∈ Λd | l1 sia tangente a C in P1},
F2 = {C ∈ Λd | li sia tangente a C in Pi, i = 1, 2}.

Si mostri che Fi è un sistema lineare, e se ne calcoli la dimensione.

Soluzione Poniamo su P2(K) coordinate omogenee per cui si abbia P1 = [1, 0, 0],
l1 = {x2 = 0}, e sia

F =
∑

i+j +k=d

ai,j ,kx
i
0x

j
1x

k
2 = 0

l’equazione della generica curva proiettiva di grado d . Come osservato in 1.9.6, la
curva definita daF è tangente in [y0, y1, y2] alla retta di equazione ax0+bx1+cx2 = 0
se e solo se∇F(y0, y1, y2) è un multiplo di (a, b, c). Ne segue che, nel nostro caso, F
rappresenta una curva inF1 se e solo se Fx0(1, 0, 0) = Fx1(1, 0, 0) = 0. Notiamo ora

che
∂x i

0x
j
1x

k
2

∂x0
(1, 0, 0) = d se i = d , j = k = 0, mentre è nullo altrimenti. Dunque

Fx0(1, 0, 0) = 0 se e solo se ad ,0,0 = 0. Analogamente,
∂xi

0x
j
1x

k
2

∂x1
(1, 0, 0) = 1 se

i = d − 1, j = 1, k = 0, ed è nullo altrimenti, per cui Fx1(1, 0, 0) = 0 se e solo se
ad−1,1,0 = 0. Poiché i coefficienti ai,j ,k forniscono un sistema di coordinate omogenee
per Λd , da quanto detto si deduce che F1 è un sottospazio di Λd di codimensione 2.

Poiché dimΛd = d(d + 3)
2 , si ha perciò dimF1 = (d + 4)(d − 1)

2 .
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Supponiamo ora P1 /∈ l2, P2 /∈ l1. In tal caso, l1 e l2 si intersecano in un punto
P3 che forma con P1,P2 una terna di punti in posizione generale. Possiamo allora
scegliere coordinate per cui si abbia P1 = [1, 0, 0], P2 = [0, 0, 1], P3 = [0, 1, 0], da
cui l1 = {x2 = 0}, l2 = {x0 = 0}. Dunque F definisce una curva in F2 se e solo se

Fx0(1, 0, 0) = Fx1(1, 0, 0) = 0, Fx1(0, 0, 1) = Fx2(0, 0, 1) = 0.

Procedendo come sopra si verifica che tali condizioni sono equivalenti a ad ,0,0 =
ad−1,1,0 = a0,1,d−1 = a0,0,d = 0. Dunque F2 è definito da 4 condizioni lineari
indipendenti, e ha perciò codimensione 4 in Λd .

Supponiamo ora P2 ∈ l1, P1 /∈ l2. In tal caso, è possibile scegliere coordinate
per cui si abbia P1 = [1, 0, 0], P2 = [0, 1, 0], l1 = {x2 = 0}, l2 = {x0 = 0}, e
F ∈ F2 se e solo se Fx0(1, 0, 0) = Fx1(1, 0, 0) = 0, ovvero ad ,0,0 = ad−1,1,0 = 0, e
Fx1(0, 1, 0) = Fx2(0, 1, 0) = 0, ovvero a0,d ,0 = a0,d−1,1 = 0. Anche in questo caso
F2 è definito da 4 condizioni lineari indipendenti, e ha perciò codimensione 4 in
Λd . Naturalmente, lo stesso risultato è valido anche nel caso in cui si abbia P1 ∈ l2,
P2 /∈ l1.

Infine, supponiamo l1 = l2 = L(P1,P2), e scegliamo coordinate tali che P1 =
[1, 0, 0], P2 = [0, 1, 0]. Procedendo come sopra, si ottiene che F ∈ F2 se e solo se
ad ,0,0 = ad−1,1,0 = a1,d−1,0 = a0,d ,0 = 0. Poiché d ≥ 3 si ha d − 1 
= 1, per cui
anche in questo caso F2 risulta definito da 4 condizioni lineari indipendenti.

In definitiva, si ha comunque dimF2 = dimΛd − 4 = d2 + 3d − 8
2 .

Nota. Presentiamo brevemente duemetodi alternativi per il calcolo della dimensione
di F1, che possono peraltro essere applicati anche al calcolo di dimF2.

Fissate le notazioni e scelte le coordinate come nella soluzione sopra descritta,
se f (u, v) = F(1, u, v) è l’equazione della parte affine C ∩ U0 della generica curva
C ∈ Λd , allora f (u, v) = ad ,0,0 + ad−1,1,0u + ad−1,0,1v + g(u, v), dove g(u, v) è una
somma di monomi ciascuno dei quali ha gradomaggiore o uguale a 2. Poiché la parte
affine l1 ∩U0 di l1 ha equazione v = 0 e P1 ha coordinate affini (0, 0), ne segue che
C passa per P1 con tangente l1 se e solo se ad ,0,0 = ad−1,1,0 = 0. Ciò permette di
concludere che F1 ha codimensione 2 in Λd .

In alternativa si può procedere come segue. Come sopra osservato, F rappresenta
una curva in F1 se e solo se Fx0(1, 0, 0) = Fx1(1, 0, 0) = 0. Poiché le condizioni
appena descritte sono lineari, è chiaro che F1 è un sistema lineare di codimensione
al più 2. Per mostrare che codimF1 = 2, è sufficiente esibire una curva C1 ∈ Λd

non passante per P1 = [1, 0, 0] ed una curva C2 ∈ Λd passante per P1 ed avente in P1

un’unica tangente diversa da l1 = {x2 = 0}. In tal caso, infatti, detto F3 il sistema
lineare costituito dalle curve passanti per P1 si avrebbe F1 � F3 � Λd , per cui
dimF1 < dimF3 < dimΛd edimΛ2−dimF1 ≥ 2, comevoluto. Ladimostrazione
si può dunque concludere ponendo, per esempio, Ci = [Fi] con F1(x0, x1, x2) = xd

0
e F2(x0, x1, x2) = xd−1

0 x1.

Osserviamo inoltre che le considerazioni fatte per calcolare la dimensione di F1

valgono anche nel caso d = 2; pertanto le coniche tangenti a l1 in P1 formano un



3. Esercizi e soluzioni 151

sistema lineare di dimensione 3. Invece nel caso d = 2 la dimensione del sistema
lineare F2 dipende dalla posizione dei punti P1,P2 rispetto alle rette l1, l2; un caso
viene trattato nell’Esercizio 4.6.

Esercizio 3.44

Siano h, k ≥ 1 e sia W un sistema lineare di curve di grado h in P2(K). Sia C una
curva proiettiva di grado k, e si ponga

H = {C + C′ | C′ ∈ W}.

Si mostri cheH è un sistema lineare di curve di grado k +h, e che dimH = dimW .

Soluzione Siano V = K[x0, x1, x2]h (rispettivamente V ′ = K[x0, x1, x2]h+k) lo
spazio vettoriale formato dal polinomio nullo e dai polinomi omogenei di grado h
(rispettivamente di grado h+k), e sia F(x0, x1, x2) un polinomio omogeneo di grado
k che rappresenta C. È immediato verificare che la funzione

ϕ : V → V′, ϕ(G) = FG

è lineare e iniettiva. Inoltre, seW = P(S), si ha evidentemente H = P(ϕ(S)), e da
ciò è immediato dedurre la tesi.

Esercizio 3.45

Sia Λ3 l’insieme delle cubiche di P2(C), e sia S ⊆ Λ3 l’insieme delle cubiche C che
verificano le seguenti condizioni:

(i) C ha nel punto [1, 0, 0] un punto doppio non ordinario con tangente principale
x2 = 0 oppure un punto triplo;

(ii) C passa per i punti [0, 0, 1] e [1, 1,−1].

Si verifichi che S è un sistema lineare e se ne dia un riferimento proiettivo.

Soluzione Sia C ∈ S di equazioneF(x0, x1, x2) = 0. Poniamo suU0 le coordinate
affini u = x1

x0
, v = x2

x0
, e sia f (u, v) = F(1, u, v). Affinché C verifichi (i), devono

esistere a, b, c, d , e ∈ C non tutti nulli e tali che f (u, v) = av2+bu3+cu2v+duv2+
ev3, e quindi

F(x0, x1, x2) = ax0x
2
2 + bx3

1 + cx2
1x2 + dx1x

2
2 + ex3

2.

Il passaggio di C per [0, 0, 1] e per [1, 1,−1] equivale alle condizioni e = 0 e a + b−
c + d − e = 0, per cui la generica cubica di S ha equazione

ax0x
2
2 + bx3

1 + (a + b + d)x2
1x2 + dx1x

2
2 = 0, [a, b, d ] ∈ P2(C).

Se ne deduce che S è un sistema lineare di dimensione 2, e un riferimento proiettivo
di S è dato dalle curve determinate dai parametri [1, 0, 0], [0, 1, 0], [0, 0, 1], [1, 1, 1],
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ovvero dalle curve di equazione

x0x
2
2 + x2

1x2 = 0, x3
1 + x2

1x2 = 0,

x2
1x2 + x1x

2
2 = 0, x0x

2
2 + x3

1 + 3x2
1x2 + x1x

2
2 = 0.

Esercizio 3.46

Siano P e Q due punti distinti di P2(K) e si consideri l’insieme Ω delle cubiche di
P2(K) aventi un punto singolare in Q e tangenti in P alla retta L(P,Q).

(a) Si mostri che Ω è un sistema lineare e se ne calcoli la dimensione.
(b) Se R e S sono punti tali che P,Q,R, S sono in posizione generale, si mostri che

Λ = {C ∈ Ω | S ∈ C, C è tangente alla retta L(R, S) in R}

è un sistema lineare, se ne calcoli la dimensione e si determini il numero di
componenti irriducibili di ogni cubica di Λ.

Soluzione (a) Osserviamo che tutte le cubiche di Ω sono riducibili. Infatti, se
r = L(P,Q), per ogni C ∈ Ω si ha I(C, r,P) ≥ 2 e I(C, r,Q) ≥ 2 e quindi per il
Teorema di Bézout r è componente di C. Le cubiche diΩ sono dunque tutte quelle di
tipo r +D al variare diD nell’insieme delle coniche passanti per Q (che deve essere
singolare); poiché tali coniche formano un sistema lineare di dimensione 4, si verifica
facilmente (cfr. Esercizio 3.44) che anche Ω è un sistema lineare di dimensione 4.

(b) Sia C = r +D una cubica diΩ. Poiché P,Q,R, S sono in posizione generale,
né S né R giacciono su r e dunque C ∈ Λ se e solo se la conica D, oltre che passare
per Q, passa anche per S ed è tangente in R alla retta L(R, S). Ma allora D interseca
L(R, S) almeno in 3 punti (contati con molteplicità) e quindi L(R, S) è componente
di D.

Poiché, se t è una qualsiasi retta passante per Q, la cubica r + L(R, S) + t
verifica le condizioni richieste, allora Λ coincide con l’insieme delle cubiche di tipo
r+L(R, S)+t al variare di t nel fascio di rette di centroQ. Pertanto (cfr. Esercizio 3.44)
Λ è un sistema lineare di dimensione 1.

Ogni cubica di Λ ha 3 componenti irriducibili distinte, esclusa la cubica 2r +
L(R, S) in cui la retta t del fascio coincide con r.

Esercizio 3.47

Si considerino in P2(C) la curva C di equazione

F(x0, x1, x2) = 2x4
1 − x2

0x
2
1 + 2x3

0x1 + 3x3
0x2 = 0

e, al variare dei parametri a, b ∈ C e c ∈ C∗, la curva D di equazione

G(x0, x1, x2) = ax2
1x

2
2 + 2bx2

0x1x2 + 4x3
0x1 + cx3

0x2 = 0.
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(a) Si calcolino i valori dei parametri a, b, c per cui il fascio generato da C eD con-
tiene una curvaG singolare nel punto P = [1, 0, 0]. Per tali valori, si determinino
molteplicità e tangenti principali di G in P.

(b) Si dica per quali valori dei parametri a, b, c il fascio generato da C eD contiene
una curva G tale che la sua parte affine G ∩ U0 abbia la retta x − y = 0 come
asintoto e il corrispondente punto all’infinito sia non singolare per G.

Soluzione (a) La parte affine C ∩ U0 di C è definita dall’equazione f (x , y) =
F(1, x , y) = 2x4 − x2 + 2x + 3y = 0 e la parte affine D ∩ U0 di D è definita
dall’equazione g(x , y) = G(1, x , y) = ax2y2 + 2bxy + 4x + cy = 0. La parte
affine della generica curva del fascio generato da C e D ha equazione αf + βg = 0
al variare di [α,β] in P1(C). Il termine lineare omogeneo di αf + βg è uguale
a x(2α + 4β) + y(3α + cβ); pertanto, il fascio contiene una curva singolare in
P = (0, 0) se e solo se il sistema 2α+ 4β = 3α+ cβ = 0 ha soluzioni non banali,
ovvero se e solo se c = 6. In tal caso, inoltre, la curva G del fascio singolare in P ha
equazione 2f − g = 0. Poiché, per c = 6, la prima componente omogenea non nulla
di 2f − g è data da 2x(−x − by), l’origine è un punto doppio per G, con tangenti
principali di equazione x = 0 e x + by = 0. In particolare, P è ordinario per G se e
solo se b 
= 0.

(b) La generica curva Gα,β del fascio generato da C e D ha equazione Hα,β =
αF + βG = 0, [α,β] ∈ P1(C).

Supponiamo che x − y = 0 sia un asintoto di Gα,β ∩ U0, e supponiamo che il
punto all’infinito di tale retta sia non singolare per Gα,β . La chiusura proiettiva di
x − y = 0 ha equazione x1 − x2 = 0, ed interseca la retta impropria in [0, 1, 1].
Affinché [0, 1, 1] sia un punto non singolare di Gα,β e la tangente (principale) a
Gα,β in [0, 1, 1] abbia equazione x1 − x2 = 0, è necessario e sufficiente che si
abbia Hα,β

x0
(0, 1, 1) = 0, Hα,β

x1
(0, 1, 1) = −Hα,β

x2
(0, 1, 1) 
= 0. Un semplice calcolo

mostra che la prima equazione è sempre verificata, mentre la seconda condizione è
equivalente a 8α + 2aβ = −2aβ 
= 0. Ne segue che il fascio generato da C e D
contiene una curva G che verifica le condizioni richieste se e solo se a 
= 0. Inoltre,
se a 
= 0 si ha G = G−a,2, per cui G ha equazione H−a,2 = −aF + 2G = 0.

Esercizio 3.48

Sia D1 la cubica di P2(C) di equazione

F(x0, x1, x2) = x1x
2
2 − 2x0x1x2 − 6x2

0x2 + x0x
2
2 + 8x3

0 = 0.

(a) Si verifichi che D1 ha esattamente due punti singolari A e B.
(b) Si dica se D1 è irriducibile.
(c) Si determini una cubicaD2 in P2(C) tale che tutte le cubiche del fascio generato

daD1 eD2 abbiano infiniti flessi, abbiano A e B come punti singolari e passino
per P = [−1, 2, 4].
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Soluzione (a) Calcolando il gradiente del polinomio F

∇F = (−2x1x2−12x0x2 +x2
2 +24x2

0, x2(x2−2x0), 2x1x2−2x0x1−6x2
0+2x0x2),

vediamo che D1 ha come punti singolari solo i punti A = [0, 1, 0] e B = [1, 1, 2].

(b) Ogni cubica avente due punti singolari è certamente riducibile per il Teorema
di Bézout, in quanto la retta congiungente le due singolarità interseca la cubica
in almeno 4 punti (contati con molteplicità). In questo caso la retta r = L(A,B)
ha equazione x 2 − 2x0 = 0 e infatti il polinomio F si fattorizza come F = (x2 −
2x0)(x1x2+x0x2−4x2

0).D1 è quindi unione della retta r e della conicaC di equazione
x1x2 + x0x2 − 4x2

0 = 0, che è non singolare e quindi irriducibile.

(c) Come già osservato nella soluzione di (b), ogni cubica singolare sia in A che
in B ha la retta r come componente. D’altra parte, scegliendo come D2 la somma di
r e di una conica passante per A, B e P e distinta da C, tutte le cubiche del fascio
generato da D1 e D2 sono singolari in A e in B. Possiamo prendere ad esempio
D2 = r + L(A,P) + L(B,P), cosı̀ che ogni cubica del fascio generato da D1 e D2 è
la somma di una retta r e di una conica del fascio F generato dalla conica C e dalla
conica riducibile L(A,P) + L(B,P).

Inoltre, data una cubica D di questo fascio, tutti i punti di r \ {A,B} sono flessi
diD a meno che r sia componente doppia della cubica. Infatti, se ciò accade, i punti
di r sono tutti singolari e dunque non di flesso; in questo caso però D è costituita,
oltre che dalla retta doppia r, dalla tangente a C in P e allora tutti i punti di tale retta
(escluso il punto di intersezione con r) sono punti di flesso per la cubica.

Esercizio 3.49

Si considerino i punti A = [1, 0,−1], B = [0, 1, 0], C = [1, 0, 0] e D = [0, 1, 1] di
P2(C). Si considerino le rette r di equazione x0 + x2 = 0, s di equazione x1 = 0 e
t di equazione 2x1 − 2x2 − x0 = 0. SiaW l’insieme delle quartiche proiettive Q di
P2(C) che verificano le seguenti condizioni:

(i) A è un punto singolare;
(ii) I(Q, r,B) ≥ 3;
(iii) C è un punto singolare e I(Q, s,C) ≥ 3;
(iv) la retta t è tangente a Q nel punto D.

(a) Si dica se W è un sistema lineare di curve e, in caso affermativo, se ne calcoli
la dimensione.

(b) Si dica se esiste inW una quartica avente B come punto triplo.
(c) Si esibisca l’equazione di una quartica Q ∈ W tale che la retta affine t ∩ U0

non sia asintoto per la parte affine Q∩ U0 della quartica Q.

Soluzione (a) Osserviamo che i punti A e B appartengono alla retta r. Se la
quartica Q sta inW , allora I(Q, r,A) ≥ 2 e I(Q, r,B) ≥ 3 e quindi, per il Teorema
di Bézout, r deve essere una componente irriducibile diQ. Inoltre i puntiA eC stanno
sulla retta s; poiché I(Q, s,A) ≥ 2 e I(Q, s,C) ≥ 3, analogamente deduciamo che
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anche s deve essere una componente irriducibile di Q. Pertanto la quartica Q sarà
necessariamente data da r + s + C con C curva di grado 2. Affinché una tale quartica
verifichi tutte le richieste che definiscono l’insiemeW , è necessario e sufficiente che
la conica C passi per il punto C (in modo tale che C sia singolare) e che sia tangente
nel punto D alla retta t. L’insieme W consiste quindi delle quartiche r + s + C, al
variare di C nel sistema lineare delle coniche passanti per C e tangenti in D alla retta
t. Poiché tali coniche formano un sistema lineare di dimensione 2, allora ancheW è
un sistema lineare di dimensione 2 (cfr. Esercizio 3.44).

(b) Supponiamo per assurdo che esista una quartica Q = r + s + C ∈ W avente
B come punto triplo. Allora B deve essere un punto doppio per la conica C, ossia C
deve avere come componenti le rette L(B,C) e L(B,D). Poiché L(B,D) non coincide
con la retta t, la quartica non è tangente a t in D. Si contraddice cosı̀ l’ipotesi che
Q ∈ W .

(c) Ogni quartica diW è tangente a t in D. Affinché t ∩U0 non sia un asintoto, è
quindi necessario che il punto D sia singolare e che t non sia una tangente principale
alla curva in tale punto. Poiché L(C,D) 
= t, soddisfano quindi la richiesta tutte le
quarticheQ della forma r + s+L(C,D)+ l, con l retta passante per D e diversa da t.
Scelta per esempio l = {x0 = 0}, si può dunque porreQ = [x0x1(x0+x2)(x1−x2)].

Esercizio 3.50 (Fascio di cubiche di Hesse)

Si consideri il fascio F = {Cλ,μ | [λ,μ] ∈ P1(C)}, dove Cλ,μ è la cubica di P2(C)
di equazione

Fλ,μ(x0, x1, x2) = λ(x3
0 + x3

1 + x3
2) + μx0x1x2 = 0.

(a) Si trovino i punti base di F e si verifichi che ciascuno di essi è non singolare per
ogni Cλ,μ.

(b) Si mostri che per ogni [λ,μ] ∈ P1(C) la curva Hessiana H(Cλ,μ) di Cλ,μ è
definita e appartiene al fascio F , cosicché si ha un’applicazione H : F → F
che associa H(Cλ,μ) a Cλ,μ.

(c) Si dimostri che H : F → F ha quattro punti fissi, e che non è una proiettività.
(d) Si determinino i flessi di Cλ,μ quando Cλ,μ non è punto fisso per H .

Soluzione (a) Sia ω = 1 + i
√
3

2 una radice cubica di −1. Mettendo a sistema le
equazioni di C1,0 e di C0,1 è immediato verificare che i punti base di F sono dati da

P1 = [0, 1,−1], P2 = [0, 1,ω], P3 = [0, 1,ω],
P4 = [1, 0,−1], P5 = [1, 0,ω], P6 = [1, 0,ω],
P7 = [1,−1, 0], P8 = [1,ω, 0], P9 = [1,ω, 0].

Si ha inoltre

∇Fλ,μ(x0, x1, x2) = 3λ(x2
0, x

2
1, x

2
2) + μ(x1x2, x0x2, x0x1),

per cui C1,0 è evidentemente non singolare (ed in particolare nessun Pi è singolare
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per C1,0). Sia allora μ 
= 0. Per {i, j , k} = {1, 2, 3}, se yi = 0, yj 
= 0, yk 
= 0 risulta
∂Fλ,μ
∂xi

(y0, y1, y2) = μyj yk 
= 0, e da ciò è immediato dedurre che Pi è non singolare

per ogni cubica di F .
Un argomento alternativo per giungere alla medesima conclusione è il seguente.

Il luogo base di F , che per (b) è un insieme di 9 punti, è uguale all’intersezione
di due qualunque cubiche distinte del fascio. Quindi per il Teorema di Bézout due
qualunque cubiche distinte del fascio si intersecano con molteplicità uguale a 1 in
ciascuno dei punti base, e perciò ogni cubica di F è non singolare in tali punti.

(b) L’equazione della curva Hessiana di Cλ,μ è data da

HFλ,μ = det

⎛⎝ 6λx0 μx2 μx1

μx2 6λx1 μx0

μx1 μx0 6λx2

⎞⎠
= −6λμ2(x3

0 + x3
1 + x3

2) + (216λ3 + 2μ3)x0x1x2 = 0.

Poiché (λ,μ) 
= (0, 0) implica chiaramente (−6λμ2, 216λ3 + 2μ3) 
= (0, 0), si ha
HFλ,μ 
= 0 e H(Cλ,μ) ∈ F per ogni Cλ,μ ∈ F .

(c) Per quanto visto al punto precedente, si haH(Cλ,μ) = Cλ,μ se e solo se [λ,μ] =

[−6λμ2, 216λ3 + 2μ3], ovvero se e solo se det
(
−6λμ2 216λ3 + 2μ3

λ μ

)
= 0.

Tale equazione è equivalente a λ(27λ3 + μ3) = 0, le cui soluzioni non banali sono
date da [0, 1], [1,−3], [1, 3ω], [1, 3ω]. Ne segue che i punti fissi di H sono dati dalle
cubiche C0,1, C1,−3, C1,3ω , C1,3ω. Se H fosse una proiettività dello spazio proiettivo 1-
dimensionaleF , avendo almeno 3 punti fissi essa dovrebbe coincidere con l’identità,
cosa che contraddice il fatto che H ha esattamente 4 punti fissi.

(d) Per quanto visto in (b), i punti di intersezione di Cλ,μ con H(Cλ,μ) sono dati
dalle soluzioni del sistema{

λ(x3
0 + x3

1 + x3
2) + μx0x1x2 = 0

−6λμ2(x3
0 + x3

1 + x3
2) + (216λ3 + 2μ3)x0x1x2 = 0

.

Come spiegato in (c), se C[λ,μ] non è un punto fisso di H si ha

det
(
−6λμ2 216λ3 + 2μ3

λ μ

)

= 0,

per cui il sistema appena descritto è equivalente a x3
0 + x3

1 + x3
2 = x0x1x2 = 0.

Le soluzioni di tale sistema corrispondono esattamente ai punti base P1, . . . ,P9 di
F , che, per quanto visto in (a), sono tutti non singolari per Cλ,μ. Ne segue che, se
H(Cλ,μ) 
= Cλ,μ, allora i flessi di Cλ,μ sono tutti e soli i punti base di F .

Nota. Se Cλ0,μ0 è un punto fisso per H , tutti i punti non singolari di Cλ0,μ0 sono flessi.
Poiché ogni cubica di F è ridotta per il punto (a) dell’esercizio, segue dall’Eserci-
zio 3.32 che Cλ0,μ0 è unione di tre rette. In effetti, se [λ0,μ0] = [0, 1] la cubica Cλ0,μ0
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si decompone nelle rette di equazione x0 = 0 (su cui giacciono P1,P2,P3), x1 = 0
(su cui giacciono P4,P5,P6), x2 = 0 (su cui giacciono P7,P8,P9).

Se [λ0,μ0] = [1,−3], allora Cλ0,μ0 ha equazione x3
0 +x3

1 +x3
2−3x0x1x2 = 0, e si

decompone nelle rette di equazione x0 + x1 + x2 = 0 (su cui giacciono P1,P4,P7),
ωx0 + ωx1 − x2 = 0 (su cui giacciono P2,P6,P8) e ωx0 + ωx1 − x2 = 0 (su cui
giacciono P3,P5,P9).

Se [λ0,μ0] = [1, 3ω], allora Cλ0,μ0 ha equazione x3
0+x3

1+x3
2+3ωx0x1x2 = 0, e si

decompone nelle rette di equazione ωx0−x1−x2 = 0 (su cui giacciono P1,P5,P8),
x0 − ωx1 + x2 = 0 (su cui giacciono P2,P4,P9) e ωx0 + ωx1 − x2 = 0 (su cui
giacciono P3,P6,P7).

Infine, se [λ0,μ0] = [1, 3ω], allora Cλ0,μ0 ha equazione x3
0+x3

1+x3
2+3ωx0x1x2 =

0, e si decompone nelle rette di equazione ωx0 − x1 − x2 = 0 (su cui giacciono
P1,P6,P9), x0 − ωx1 + x2 = 0 (su cui giacciono P3,P4,P8) e ωx0 + ωx1 − x2 = 0
(su cui giacciono P2,P5,P7).

Definiamo ora una bigezione Φ tra l’insieme {P1, . . . ,P9} e (Z/3Z)2:

P1 �→ (0, 0), P2 �→ (1, 0), P3 �→ (2, 0),
P4 �→ (0, 1), P5 �→ (2, 1), P6 �→ (1, 1),
P7 �→ (0, 2), P8 �→ (1, 2), P9 �→ (2, 2).

È immediato verificare, usando i calcoli appena svolti, che tre punti Pi, Pj e Pk sono
allineati in P2(C) se e solo Φ(Pi), Φ(Pj ) e Φ(Pk) sono allineati in (Z/3Z)2 e che
le quattro cubiche riducibili del fascio corrispondono alla ripartizione dell’insieme
delle rette di (Z/3Z)2 in quattro sottoinsiemi di rette parallele.

K Esercizio 3.51

Siano D e G le cubiche di P2(C) di equazione rispettivamente x0(x2
1 − x2

2) = 0 e
x2
1(x0 + x2) = 0. Al variare di [λ,μ] ∈ P1(C), si considerino le cubiche Cλ,μ del

fascio generato da D e G.

(a) Si determinino i punti base del fascio.
(b) Si mostri che esiste un unico punto P singolare per tutte le cubiche del fascio

e, al variare di [λ,μ] ∈ P1(C), si calcolino la molteplicità di P e le tangenti
principali a Cλ,μ in P.

(c) Si determinino tutte le cubiche riducibili del fascio.

Soluzione (a) Entrambe le generatrici del fascio sono riducibili:D è unione di tre
rette distinte, mentre G ha due componenti irriducibili distinte di cui una doppia. I
punti base del fascio coincidono con i punti di D ∩G; pertanto, intersecando in tutti
i modi possibili una componente irriducibile di D con una componente irriducibile
di G, troviamo che il fascio ha 5 punti base e cioè i punti A = [1,−1,−1],B =
[1, 1,−1],C = [0, 1, 0] (che giacciono sulla retta di equazione x0 + x2 = 0) e i punti
P = [1, 0, 0],Q = [0, 0, 1] (che giacciono sulla retta doppia x1 = 0 contenuta in G).
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(b) I punti singolari per tutte le cubiche del fascio coincidono con i punti singolari
per entrambe le generatrici; fra i cinque punti base del fascio, si vede facilmente che
solo P = [1, 0, 0] è singolare sia per D che per G.

La generica cubica Cλ,μ del fascio ha equazioneλx0(x2
1−x2

2)+μx2
1(x0+x2) = 0.

Per determinare la molteplicità di P e le tangenti principali a Cλ,μ in P, lavoriamo
nella carta affine U0 rispetto alle coordinate affini x = x1

x0
, y = x2

x0
. Rispetto a tali

coordinate la curva affine Cλ,μ ∩ U0 ha equazione

λ(x2 − y2) + μx2(1 + y) = (λ+ μ)x2 − λy2 + μx2y = 0

e P ha coordinate (0, 0). Poiché al variare di [λ,μ] ∈ P1(C) non è possibile che
λ e λ + μ si annullino contemporaneamente, la parte omogenea (λ + μ)x2 − λy2

non può mai annullarsi identicamente e quindi P è sempre un punto doppio. In
particolare:

(b1) se λ = 0, P è doppio non ordinario con tangente principale x1 = 0 (in tal caso
ritroviamo la cubica C0,1 = G per la quale già sapevamo che P è doppio non
ordinario a causa della retta doppia x2

1 = 0 componente di G);
(b2) se λ + μ = 0, P è doppio non ordinario con tangente principale x2 = 0 (in

tal caso otteniamo la cubica C1,−1 di equazione x2(x0x2 + x2
1) = 0 le cui

componenti x0x2 + x2
1 = 0 e x2 = 0 sono mutuamente tangenti in P);

(b3) se λ 
= 0 e λ+μ 
= 0, allora P è doppio ordinario; indicando con α una radice

quadrata di λ
λ+ μ

, le tangenti principali distinte alla cubica in P sono le rette

di equazione x1 − αx2 = 0 e x1 + αx2 = 0.

(c) Per quanto visto nell’Esercizio 3.10, se Cλ,μ è riducibile allora essa contiene
una retta passante per P che sarà ovviamente una tangente principale in P.

Come visto nel punto (b), P risulta non ordinario solo nei casi λ = 0 o λ+μ = 0,
casi corrispondenti alle cubiche riducibili G e C1,−1.

Se P è doppio ordinario per una cubica riducibile Cλ,μ, per le considerazioni del
punto (b3) la retta per P contenuta in Cλ,μ deve essere o la retta x1 − αx2 = 0 o la
retta x1 + αx2 = 0. D’altra parte, visto che x1 appare nell’equazione di Cλ,μ solo
con esponente pari, deduciamo subito che Cλ,μ contiene entrambe tali rette: infatti,
se sostituendo x1 = αx2 nell’equazione di Cλ,μ si ottiene il polinomio nullo, ciò
avviene anche sostituendo x1 = −αx2, e viceversa.

Poiché α 
= 0, queste due rette non passano né per C = [0, 1, 0], né per
Q = [0, 0, 1]. Pertanto la terza componente irriducibile della cubica deve essere
la retta x0 = 0, ossia Cλ,μ deve avere equazione x0(x2

1 − α2x2
2) = 0. Imponen-

do che tale cubica passi per i punti A = [1,−1,−1] e B = [1, 1,−1], otteniamo

α2 = 1, ossia λ
λ+ μ

= 1 e dunque μ = 0. Pertanto, oltre alle due cubiche riduci-

bili già trovate sopra, l’unica altra cubica riducibile contenuta nel fascio è la cubica
C1,0 = D.

È possibile concludere la dimostrazione di (c) anche in maniera lievemente dif-
ferente. Una volta osservato che, qualora Cλ,μ sia riducibile e P ne sia un punto
doppio ordinario, la conica degenere di equazione x2

1 = α2x2
2 deve essere contenuta
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in Cλ,μ, sostituendo l’uguaglianza x2
1 = λ

λ+ μ
x2
2 nell’equazione di Cλ,μ si ottiene

l’equazione λμ
λ+ μ

x3
2 = 0. Affinché tale equazione sia identicamente nulla si deve

avere λ = 0 (ma in tal caso P non è doppio ordinario per Cλ,μ) oppure μ = 0, caso
che corrisponde alla cubica riducibile C1,0 = D.

K Esercizio 3.52

Siano D1 e D2 le cubiche di P2(C) di equazione rispettivamente

F1(x0, x1, x2) = x2(x2
1 − 2x0x1 + x2

2) = 0,
F2(x0, x1, x2) = (x2 − x1)(x2 + x1)(x1 − x0) = 0.

Si determinino i punti base e le cubiche riducibili del fascio F generato daD1 eD2.

Soluzione La cubica D1 ha come componenti irriducibili la retta r1 = {x2 = 0}
e una conica irriducibile; denotiamo con r2, r3, r4 le rette componenti irriducibili di
D2 di equazione rispettivamente x2 − x1 = 0, x2 + x1 = 0 e x1 − x0 = 0.

Si calcola facilmente che i punti base del fascio, ossia i punti di intersezione di
D1 e D2, sono i punti A = [1, 1,−1],B = [1, 1, 0],C = [1, 1, 1] e Q = [1, 0, 0].
Notiamo che i punti A,B,C sono allineati e giacciono sulla retta r4; inoltre il punto
Q è singolare sia per D1 che per D2 e quindi è singolare per tutte le cubiche del
fascio.

Osserviamo che, poiché il luogo base diF è un insiemefinito, due cubiche distinte
di F non hanno componenti in comune. Supponiamo ora che Cλ,μ sia riducibile.
Poiché Q è punto singolare per Cλ,μ (in quanto è singolare per tutte le cubiche del
fascio), esiste una retta r contenuta in Cλ,μ e passante per Q (cfr. Esercizio 3.10).
Poiché Q /∈ r4, si ha necessariamente r 
= r4.

Se r = r1, allora per la precedente osservazione Cλ,μ = D1.
Se r = r2 o r = r3, allora per lo stesso motivo Cλ,μ = D2.
Se r 
= ri per i = 1, 2, 3, allora Cλ,μ = r + G con G conica necessariamente

passante per i punti A ∈ r4, B ∈ r4, C ∈ r4. Pertanto G deve essere riducibile
e contenere la retta r4. Di nuovo per l’osservazione precedente si ha che allora
Cλ,μ = D2.

Deduciamo quindi che le sole cubiche riducibili del fascio sono le generatriciD1

e D2.

Esercizio 3.53

Sia C la curva di P2(C) di equazione

F(x0, x1, x2) = x3
1 − 2x0x

2
2 + x1x

2
2 = 0.

(a) Si determinino i punti singolari di C con le relative molteplicità e tangenti
principali. Inoltre, per ogni punto singolare di C, si calcoli la molteplicità di
intersezione fra la curva e ciascuna tangente principale in tale punto.
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(b) Si determinino i flessi di C.
(c) Si determini una cubica proiettiva D di P2(C) tale che il fascio F generato da

C e D verifichi le seguenti proprietà:
(i) tutte le cubiche di F hanno almeno un punto doppio non ordinario o un

punto triplo;
(ii) i punti [0, 0, 1] e [1, 1, 1] sono fra i punti base del fascio F .

Soluzione (a) Poiché

∇F = (−2x2
2, 3x2

1 + x2
2, 2x2(x1 − 2x0)),

l’unico punto singolare di C è P = [1, 0, 0]. Poste su U0 le coordinate affini x =
x1
x0

, y = x2
x0

, il punto P ha coordinate (0, 0), mentre la parte affine C ∩ U0 di C
ha equazione x3 − 2y2 + xy2 = 0. Dunque P è un punto di cuspide con tangente
principale r di equazione x2 = 0. Inoltre I(C, r,P) = 3.

(b) Poiché

HF(X ) = det

⎛⎝ 0 0 −4x2

0 6x1 2x2

−4x2 2x2 2x1 − 4x0

⎞⎠ = −96x1x
2
2,

gli unici punti di intersezione fra C e la sua Hessiana sono P e Q = [0, 0, 1]. Poiché
P è singolare e Q non lo è, l’unico punto di flesso è Q.

(c) Se scegliamo come D una cubica avente P come punto doppio non ordinario
con la stessa tangente principale di C, ossia la retta r = {x 2 = 0}, allora tutte le
cubiche del fascio generato da C e D verificano la proprietà (i). Se inoltre D passa
per i punti [0, 0, 1] e [1, 1, 1], tali punti risultano punti base del fascio generato da C e
D. Una cubica D con queste proprietà è, ad esempio, quella definita dall’equazione
x2
2(x0 − x1) = 0.

Nota. Nella soluzione dell’esercizio precedente si èmostrato tra le altre cose cheC ha
esattamente un flesso. Questo fatto può essere dedotto anche senza svolgere calcoli.
Infatti C ha come unica singolarità una cuspide ordinaria, ed è dunque irriducibile
per l’Esercizio 3.10. Allora C ha esattamente un flesso per l’Esercizio 3.37.

K Esercizio 3.54

Siano C1 e C2 curve di P2(K) di grado n che si intersecano esattamente in N punti
distinti P1, . . . ,PN . SiaD una curva irriducibile di grado d < n passante per i punti
P1, . . . ,Pnd . Si mostri che esiste una curva G di grado n − d passante per i punti
Pnd+1, . . . ,PN .
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Soluzione Osserviamo che Pj 
∈ D per ogni j tale che nd < j ≤ N . Infatti
altrimentiD avrebbe più di nd punti in comune sia con C1 che con C2 e quindi sarebbe
componente irriducibile di entrambe, contro l’ipotesi che C1 e C2 si intersechino in
un numero finito di punti.

Sia Q un punto diD tale che Q 
= Pj per ogni j = 1, . . . , nd . Nel fascio generato
da C1 e C2 esiste una curvaW passante per Q; in particolareW ha grado n e passa
per P1, . . . ,PN ,Q. Poiché W ha in comune con D almeno nd + 1 punti distinti e
D è irriducibile, allora per il Teorema di Bézout D è componente irriducibile diW ,
cioèW = D + G, dove G è una curva di grado n − d . SiccomeW contiene i punti
P1, . . . ,PN e D contiene P1, . . . ,Pnd ma, come visto sopra, non contiene nessuno
dei Pnd+1, . . . ,PN , allora questi ultimi punti devono essere contenuti nella curva G.

K Esercizio 3.55 (Teorema di Poncelet)

Sia C una curva proiettiva irriducibile di P2(C) di grado n ≥ 3. Sia r una retta che
interseca C in n punti distinti P1, . . . ,Pn e, per ogni i = 1, . . . , n, sia τi una retta
tangente a C in Pi. Siano Q1, . . . ,Qk gli ulteriori punti di intersezione di C con le
rette τ1, . . . , τn. Si mostri che Q1, . . . ,Qk appartengono al supporto di una curva di
grado n − 2.

Soluzione Osserviamo intanto che ciascuno dei punti Pi è semplice per C: altri-
menti la retta r incontrerebbe la curva in più di n punti (contati con molteplicità) e
quindi sarebbe componente irriducibile di C, che invece è irriducibile per ipotesi. Per
la stessa ragione, r non è tangente a C in alcun Pi.

Consideriamo la curva D di grado n definita da D = τ1 + . . . + τn e sia Q ∈
r \ {P1, . . . ,Pn}. Sia G una curva nel fascio generato da C e D e passante per Q.
Poiché G ha grado n e ha almeno n + 1 punti distinti in comune con r, allora r è
componente di G, ossia G = r + G′.

La curva G, come tutte quelle del fascio generato da C e D, è tangente in Pi

alla retta τi; poiché r non lo è, allora G′ deve passare per i punti P1, . . . ,Pn . Ma
allora, visto che G′ ha grado n − 1, r è componente irriducibile anche di G′, ossia
G = 2r + G′′ con deg G′′ = n − 2. I punti Q1, . . . ,Qk , che non appartengono a r,
devono quindi appartenere alla curva G′′.

Nota. Nel caso n = 3 l’enunciato dell’Esercizio 3.55 si riduce al seguente risultato.
Sia C una cubica irriducibile di P2(C), sia r una retta che interseca C in tre punti
distinti P1,P2,P3 che non siano flessi di C e, per i = 1, 2, 3, sia τi una retta tangente
a C in Pi. Se Qi è l’ulteriore punto di intersezione tra τi e C, allora i punti Q1,Q2,Q3

sono allineati.
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Esercizio 3.56

Siano C e D le curve di P2(C) definite rispettivamente da

F(x0, x1, x2) = x2
0 − x2

1 + x2
2 = 0, G(x0, x1, x2) = x0x1 − x2

2 + x2
1 = 0.

Per ogni P ∈ C ∩ D, si determini I(C,D,P).

Soluzione Notiamo innanzi tutto che [0, 0, 1] /∈ C ∪ D, per cui se [q0, q1, q2] ∈
C ∩ D, allora (q0, q1) 
= (0, 0) annulla il polinomio risultante

Ris(F ,G, x2)(x0, x1) = det

⎛⎜⎜⎝
x2
0 − x2

1 0 1 0
0 x2

0 − x2
1 0 1

x2
1 + x0x1 0 −1 0

0 x2
1 + x0x1 0 −1

⎞⎟⎟⎠
= x2

0(x0 + x1)2.

Dato che Ris(F ,G, x2) 
= 0, le curve C e D non hanno componenti in comune. Se
x0 = 0, da F = G = 0 deduciamo x2

2 − x2
1 = 0, condizione che identifica i punti

Q1 = [0, 1, 1] ∈ C ∩ D, Q2 = [0, 1,−1] ∈ C ∩ D. Ponendo x0 + x1 = 0 troviamo
invece il punto Q3 = [1,−1, 0] ∈ C ∩ D.

Notiamo ora che Q1,Q2, [0, 0, 1] sono allineati, mentre la retta L(Q3, [0, 0, 1])
non contiene punti di C ∩ D distinti da Q3. Pertanto, la molteplicità di intersezione
I(C,D,Q3) è uguale alla molteplicità di [1,−1] come radice di Ris(F ,G, x2), ovvero
a 2.

Per il Teorema di Bézout
∑3

i=1 I(C,D,Qi) = 4; poiché naturalmente I(C,D,Qi)
≥ 1 per i = 1, 2, si può allora concludere che I(C,D,Q1) = I(C,D,Q2) = 1.

Esercizio 3.57

Siano C,D curve in P2(K) senza componenti comuni e sia P ∈ C ∩ D. Supponia-

K

mo che P sia non singolare sia per C che per D, e siano τC , τD le tangenti in P
rispettivamente a C,D. Si dimostri che I(C,D,P) ≥ 2 se e solo se τC = τD.

Soluzione Sia Q /∈ C ∪ D ∪ τC un punto per cui non esistano punti di C ∩ D
distinti da P ed allineati con P e Q. È immediato verificare che esistono coordinate
omogenee tali che P = [1, 0, 0], Q = [0, 0, 1] /∈ C ∪ D e τC = {x2 = 0}. Siano
F(x0, x1, x2) = 0, G(x0, x1, x2) = 0 le equazioni rispettivamente di C e D, e siano
m il grado di F e d il grado di G. Per definizione I(C,D,P) è uguale alla molteplicità
di [1, 0] come radice del risultante Ris(F ,G, x2).

Poiché Q /∈ C il coefficiente di xm
2 in F è non nullo, per cui il grado di F nella sola

variabile x2 è uguale a m. In particolare, se f (x1, x2) = F(1, x1, x2) è il polinomio
deomogeneizzato di F rispetto a x 0, si ha deg f = deg F = m. Analogamente, se
g(x1, x2) = G(1, x1, x2), si ha deg g = deg G = d . Inoltre, poiché la specializza-
zione x0 = 1 non abbassa i gradi di F e G, tale specializzazione commuta con il
calcolo del risultante (cfr. 1.9.2). Dunque Ris(F ,G, x2)(1, x1) = Ris(f , g, x2)(x1),
per cui I(C,D,P) è uguale all’ordine ord(Ris(f , g, x2)(x1)) (ovvero allamolteplicità
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di 0 come radice di Ris(f , g, x2)(x1), o ancora al massimo i ≥ 0 per cui xi
1 divida

Ris(f , g, x2)(x1)).
Ora, poiché τC = {x2 = 0}, a meno di moltiplicare f per una costante non nulla

si ha

f (x1, x2) = x2 + ϕ0(x1) + ϕ1(x1)x2 + . . .+ ϕm−1(x1)xm−1
2 + axm

2 ,

con ord (ϕ0(x1)) ≥ 2, ord (ϕ1(x1)) ≥ 1 e a 
= 0. Analogamente, se τD = {αx1 +
βx2 = 0} si ha

g(x1, x2) = αx1 + βx2 + ψ0(x1) + ψ1(x1)x2 + . . .+ ψd−1(x1)xd−1
2 + bxd

2 ,

con ord (ψ0(x1)) ≥ 2, ord (ψ1(x1)) ≥ 1 e b 
= 0.
Il risultante Ris(f , g, x2)(x1) è dato dal determinante della matrice di Sylvester

S(x1) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ϕ0(x1) 1 + ϕ1(x1) ϕ2(x1) . . . a 0 . . .
0 ϕ0(x1) 1 + ϕ1(x1) . . . . . . a . . .
...

...
...

...
...

...
αx1 + ψ0(x1) β + ψ1(x1) ψ2(x1) . . . b 0 . . .

0 αx1 + ψ0(x1) β + ψ1(x1) . . . . . . b . . .
...

...
...

...
...

...

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Per i, j = 1, . . . ,m + d , i < j sia Di,j il determinante del minore 2× 2 individuato
dalle prime due colonne di S(x1) e dalle righe di indici i e j , e sia D′i,j il determinante
del cofattore corrispondente, ovvero della matrice (m+d−2)×(m+d−2) ottenuta
cancellando da S(x1) le prime due colonne e le righe i-esima e j -esima. Per la regola
di Laplace si ha

det S(x1) =
∑
i<j

(−1)i+j +1Di,j (x1)D′i,j (x1).

Vogliamo stimare l’ordine di det S(x1) analizzando i contributi dei vari addendi
della sommatoria appena scritta. Poiché ϕ0(x1), ψ0(x1) sono divisibili per x2

1, è
immediato verificare che se i 
= 1 o j 
= d + 1, allora si ha ord(Dij (x1)) ≥ 2.
Dunque ord(Ris(f , g, x2)(x1)) ≥ 2 se e solo se

ord(D1,d+1(x1)D′1,d+1(x1)) = ord(D1,d+1(x1)) + ord(D′1,d+1(x1)) ≥ 2.

Ora, tutti i termini di

D1,d+1(x1) = ϕ0(x1)(β + ψ1(x1))− (1 + ϕ1(x1))(αx1 + ψ0(x1)),

eccetto αx1, hanno ordine almeno due, per cui ord(D1,d+1(x1)) ≥ 2 se e solo se
α = 0.

Verifichiamo che D′1,d+1(0) 
= 0. È immediato osservare che D′1,d+1(0) è il

determinante della matrice di Sylvester dei polinomi f̂ (x2) = f (0, x2)
x2

e ĝ(x2) =
g(0, x2)

x2
, che non hanno radici comuni: infatti, poiché la retta L(P,Q) non contiene

punti di C ∩ D distinti da P, si ha che 0 è l’unica radice comune di f (0, x2) e
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g(0, x2); d’altro canto τC ha equazione x2 = 0, per cui l’ordine di f (0, x2) è uguale
a 1 e 0 non può essere radice di f̂ . Di conseguenza si ha ord(D′1,d+1(x1)) = 0, e
I(C,D,P) = ord(Ris(f , g, x2)(x1)) ≥ 2 se e solo se α = 0, ovvero se e solo se
τC = τD.

K Esercizio 3.58

Siano C e D curve di P2(K) senza componenti comuni e sia P ∈ C ∩ D. Si dimostri
che

I(C,D,P) ≥ mP(C)mP(D).

Soluzione Sia Q /∈ C ∪D un punto per cui non esistono punti di C ∩D distinti da
P ed allineati con P e Q. È immediato verificare che esistono coordinate omogenee
tali che P = [1, 0, 0] e Q = [0, 0, 1].

Siano F(x0, x1, x2) = 0, G(x0, x1, x2) = 0 le equazioni rispettivamente di C e
D, siano d il grado di F e d ′ il grado di G e poniamo m = mP(C), m′ = mP(D).

Per definizione I(C,D,P) è uguale alla molteplicità di [1, 0] come radice del ri-
sultante Ris(F ,G, x2). Inoltre, ragionando come nella soluzione dell’Esercizio 3.57
si ottiene che, posti f (x1, x2) = F(1, x1, x2) e g(x1, x2) = G(1, x1, x2), tale molte-
plicità coincide con l’ordine ord(Ris(f , g, x2)(x1)) di Ris(f , g, x2)(x1) (ovvero alla
molteplicità di 0 come radice di Ris(f , g, x2)(x1), o ancora al massimo i ≥ 0 per cui
xi
1 divida Ris(f , g, x2)(x1)).

Poiché Q /∈ C ∪ D si ha

f (x1, x2) = ϕ0(x1) + ϕ1(x1)x2 + . . .+ ϕd−1(x1)xd−1
2 + axd

2 ,
g(x1, x2) = ψ0(x1) + ψ1(x1)x2 + . . .+ ψd′−1(x1)xd ′−1

2 + bxd′
2 ,

con a 
= 0, b 
= 0. Inoltre, dal fatto che m = mP(C), m′ = mP(D) si deduce che
ϕi (risp. ψi) è diviso da xm−i

1 (risp. da xm′−i
1 ) per ogni i = 0, . . . ,m (risp. per ogni

i = 0, . . . ,m′).
Il risultante Ris(f , g, x2)(x1) è dato dal determinante della matrice di Sylvester

S(x1) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ϕ0(x1) ϕ1(x1) ϕ2(x1) . . . . . . a 0 . . .
0 ϕ0(x1) ϕ1(x1) . . . . . . . . . a . . .
...

...
...

...
...

...
...

...
ψ0(x1) ψ1(x1) ψ2(x1) . . . b 0 . . . . . .

0 ψ0(x1) ψ1(x1) . . . . . . b 0 . . .
...

...
...

...
...

...
...

...

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Si consideri ora la matrice Ŝ(x1) ottenuta moltiplicando per xm′−i+1
1 la i–esima

riga di S(x1) per ogni i = 1, . . . ,m′, e moltiplicando per xm−i+1
1 la (d + i)–esima riga

di S(x1) per ogni i = 1, . . . ,m (si noti che, poiché m ≤ d e m′ ≤ d ′, le operazioni
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appena descritte hanno effettivamente senso). Si ha allora

ord(det Ŝ(x1)) = ord(det S(x1)) +
m(m + 1) + m′(m′ + 1)

2
.

Inoltre, dal fatto che ord(ϕi(x1)) ≥ m − i (risp. ord(ψi(x1)) ≥ m′ − i) per ogni
i = 0, . . . ,m (risp. per ogni i = 0, . . . ,m′) si ottiene che per ogni i = 1, . . . ,m + m′

la i–esima colonna di Ŝ(x1) è divisibile per il monomio xm+m′−i+1
1 , per cui

ord(det Ŝ(x1)) ≥
(m + m′)(m + m′ + 1)

2
.

Si ha pertanto ord(det S(x1)) ≥ mm′, per cui I(C,D,P) ≥ mm′, come voluto.

K Esercizio 3.59

Supponiamo che due cubiche di P2(K) si intersechino esattamente in 9 punti. Si
provi che ogni cubica passante per 8 dei 9 punti passa anche per il nono.

Soluzione Denotiamo con P1, . . . ,P9 i nove punti in cui le due cubiche C1 = [F1]
e C2 = [F2] si intersecano.

Dal fatto che le cubiche si intersecano in un numero finito di punti discendono
immediatamente alcune facili conseguenze. Intanto, comunque si scelgano quattro
dei nove punti, essi non sono allineati, perché altrimenti la retta che li contiene
sarebbe componente irriducibile sia di C1 che di C2 per il Teorema di Bézout, e
quindi le cubiche avrebbero infiniti punti in comune. Analogamente, comunque si
scelgano sette dei nove punti, essi non possono giacere su una conica.

Supponiamo per assurdo che esista una cubica D = [G] passante per otto dei
nove punti, diciamo P1, . . . ,P8, ma non passante per P9.

La curva D non appartiene al fascio di cubiche generato da C1 e C2 che ha
{P1, . . . ,P9} come insieme dei punti base. Pertanto C1, C2 e D generano un sistema
lineare L di dimensione 2 avente {P1, . . . ,P8} come insieme dei punti base; di
conseguenza, fissati comunque due punti in P2(K), esistono λ,μ, ν ∈ K non tutti
nulli tali che la cubica [λF1 + μF2 + νG] passa per quei due punti.

Proviamo ora che tre qualsiasi punti scelti tra P1, . . . ,P9 non sono allineati.
Supponiamo infatti per assurdo che, ad esempio, P1,P2,P3 siano contenuti in una
retta r e siaQ l’unica conica passante per P4, . . . ,P8 (l’unicità dipende dal fatto che,
come provato sopra, i cinque punti sono a quattro a quattro non allineati – cfr. 1.9.6).
Fissati due punti A ∈ r \ {P1,P2,P3} e B 
∈ Q ∪ r, esistono λ,μ, ν ∈ K non tutti
nulli tali che la cubicaW = [λF1 + μF2 + νG] passa per P1, . . . ,P8,A,B. Poiché
W interseca la retta r nei quattro punti P1,P2,P3,A, per il Teorema di Bézout r è
componente irriducibile diW e dunqueW è somma di r e di una conica passante
per P4, . . . ,P8 la quale, per l’unicità ricordata sopra, necessariamente deve essere
Q. D’altra parte è impossibile cheW = r +Q, perché B ∈ W ma B non sta né in r
né in Q.

Argomentazioni simili permettono di provare anche che sei qualsiasi punti scelti
tra P1, . . . ,P9 non possono stare su una conica. Supponiamo infatti per assurdo che,
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ad esempio, P1, . . . ,P6 stiano su una conica Q e sia r la retta congiungente P7 e
P8. Ragionando come sopra si giunge ad una contraddizione scegliendo un punto
A ∈ Q \ {P1, . . . ,P6} e un punto B 
∈ Q ∪ r, e considerando una cubica W del
sistema lineare L passante per P1, . . . ,P8,A,B.

Le considerazioni precedenti permettono di giungere ad un assurdo. Conside-
riamo infatti la retta s = L(P1,P2) e l’unica conica G passante per P3, . . . ,P7. Per
quanto provato sopra, P8 
∈ s e P8 
∈ G. Fissati due punti A,B distinti su s\{P1,P2},
sia W una cubica del sistema lineare L passante per A e B. Deve allora aversi
W = s + G: infatti come conseguenza del Teorema di Bézout s è componente irri-
ducibile diW e dunqueW è somma di s e di una conica passante per P3, . . . ,P7 la
quale, per l’unicità ricordata sopra, necessariamente deve essere G. D’altra parte è
assurdo cheW = s + G, in quanto P8 ∈ W ma P8 
∈ s e P8 
∈ G.

Esercizio 3.60

Sia n ≥ 2, sia I un’ipersuperficie di grado d di Pn(C) e sia P ∈ I un punto. Si provi
che:

(a) I è un cono di vertice P se e solo se mP(I) = d .
(b) Se I è un cono, l’insieme X dei vertici di I è un sottospazio proiettivo di Pn(C).
(c) Se I è un cono di vertice P e Q ∈ Sing(I), si ha L(P,Q) ⊆ Sing(I).

Soluzione (a) La condizione che I sia un cono di vertice P è equivalente al fatto
che ogni retta passante per P e non contenuta in I intersechi I soltanto in P. Poiché
una tale retta interseca I esattamente in d punti contati con molteplicità (cfr. 1.7.6),
I è un cono di vertice P se e solo se per ogni retta passante per P si ha I(I, r,P) ≥ d ,
cioè se e solo se P è un punto di I di molteplicità d .

(b) Se P1 
= P2 sono vertici di I e R ∈ I, allora L(P1,P2,R) ⊆ I: infatti, poiché
P1 ∈ X si ha L(P1,R) ⊆ I, e da P2 ∈ X si deduce che L(P2, S) ⊆ I per ogni
S ∈ L(P1,R), per cui L(P1,P2,R) = L(P2,L(P1,R)) ⊆ I. Da ciò si deduce che per
ogni Q ∈ L(P1,P2) e per ogni R ∈ I la retta L(Q,R) è contenuta in I, per cui ogni
punto di L(P1,P2) è un vertice di I. Per ogni P1,P2 ∈ X , P1 
= P2, si ha pertanto
L(P1,P2) ⊆ X , per cui X è un sottospazio proiettivo di Pn(C).

In alternativa, si può ragionare come segue. Per il punto (a), P1 e P2 sono punti di
molteplicità d di I . Scegliamo coordinate omogenee x0, . . . , xn su Pn(K) tali che P1

abbia coordinate [1, 0, . . . , 0] eP2 abbia coordinate [0, 1, . . . 0]. SiaF(x0, . . . , xn) = 0
un’equazione di I . Poiché P1 ∈ I si ha

F(x0, . . . , xn) = xd−1
0 F1(x1, . . . , xn)+ xd−2

0 F2(x1, . . . , xn)+ · · ·+Fd (x1, . . . , xn),

dove Fi è nullo o omogeneo di grado i per i = 1, . . . , d . Da questa scrittura risulta
chiaro che P1 è di molteplicità d per I se e solo se F1 = · · · = Fd−1 = 0, cioè se
e solo se in F = Fd non compare la variabile x0. Allo stesso modo, poiché anche
P2 è un vertice, in F non compare la variabile x1. È immediato ora verificare che
tutti i punti della retta L(P1,P2), che nel sistema di coordinate fissato è descritta da
x2 = · · · = xn = 0, sono punti di molteplicità d per I.
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(c) Scegliamo coordinate omogenee tali che P abbia coordinate [1, 0, . . . , 0],
cosicché, comevisto sopra,I è definita da unpolinomio omogeneoF che nondipende
dalla variabile x0. Si ha in particolare Fx0 = 0, per cui un punto Q di coordinate
[a0, a1, . . . , an] è singolare per I se e solo seFxi(a0, a1, . . . , an) = 0 per i = 1, . . . , n.
Inoltre, per i = 1, . . . , n il polinomio Fxi è nullo o omogeneo ed indipendente dalla
variabile x0, per cui Fxi(a0, a1, . . . , an) = 0 se e solo se Fxi(t, sa1, . . . , san) = 0 per
ogni [s, t] ∈ P1(C). Se ne deduce che se Q è singolare per I, allora tutti i punti di
L(P,Q) sono singolari per I.

Nota. Le affermazioni (b) e (c) dell’esercizio precedente sono vere anche su R,
come si può dedurre osservando che le loro dimostrazioni non sfruttano le proprietà
dei numeri complessi.

Per quanto riguarda l’affermazione al punto (a), se K = R è ancora vero che,
se P ∈ I è un punto di molteplicità d , allora I è un cono di vertice P, ma è falsa
l’implicazione opposta. Ad esempio, la cubica C di P2(R) definita dall’equazione
x0(x2

0 +x2
1 +x2

2) = 0 ha come supporto la retta r = {x0 = 0} ed è quindi un cono di
vertice Q per ogni Q ∈ r. Tuttavia è immediato verificare che tutti i punti di r sono
punti semplici di C.

Nota. Se I è una curva di grado d di P2(C), allora I è un cono di vertice P se e
solo se si decompone nella somma di d rette (non necessariamente distinte) uscenti
da P. Infatti se I è un cono di vertice P si deduce immediatamente dalla definizione
che il supporto di I è l’unione insiemistica di una famiglia di rette uscenti da P. Una
semplice applicazione del Teorema di Bézout (o dell’Esercizio 3.5) mostra inoltre
che ciascuna retta contenuta in I ne è una componente irriducibile, per cui I si
decompone nella somma di d rette uscenti da P (contate con molteplicità).

Dal punto (a) segue pertanto che, se I è una curva di P2(C) di grado d e P ne è
un punto di molteplicità d , allora I si decompone nella somma di d rette uscenti da
P (contate con molteplicità).

Esercizio 3.61

Sia n ≥ 2, sia H ⊂ Pn(K) un iperpiano, sia J un’ipersuperficie di H di grado d e
sia P ∈ Pn(K) \ H un punto. Si mostri che

X =
⋃

Q∈J
L(P,Q) ∪ {P} ⊆ Pn(K)

è il supporto di un’ipersuperficie CP(J ) di grado d in Pn(K), detta “cono su J di
vertice P”, che gode delle seguenti proprietà:

(i) CP(J ) è irriducibile o ridotta se e solo se J lo è;
(ii) un punto Q ∈ X \ {P} è singolare per CP(J ) se e solo se il punto L(P,Q) ∩ J

è singolare per J .
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Soluzione Fissiamo coordinate omogenee x0, . . . , xn su Pn(K) per cui si abbia
P = [1, 0, . . . , 0] e H abbia equazione x0 = 0. Si osservi che le coordinate appena
fissate inducono coordinate omogenee x1, . . . , xn su H , e sia G(x1, . . . , xn) = 0
un’equazione di J . Poniamo ora F(x0, x1, . . . , xn) = G(x1, . . . , xn), e sia CP(J )
l’ipersuperficie di Pn(K) di equazione F = 0. È immediato verificare che CP(J ) ha
grado d ed è un cono di vertice P.

Verifichiamo che il supporto di CP(J ) (che, con il consueto abuso di notazione,
sarà indicato semplicemente conCP(J )) è uguale aX . Seguedalle definizioni cheP ∈
X ∩CP(J ). Se il supporto di J è vuoto (e quindiK = R), si ha CP(J ) = {P} = X .
Sia ora Q ∈ J 
= ∅. Allora Q = [0, b1, . . . , bn] per qualche [b1, . . . , bn] ∈ Pn−1(K),
ed inoltre G(b1, . . . , bn) = 0. Poiché i punti di L(P,Q) \ {P} hanno coordinate
[t, b1, . . . bn], t ∈ K e F(t, b1, . . . , bn) = G(b1, . . . , bn) = 0 per ogni t ∈ K, si ha
dunque L(P,Q) ⊆ CP(J ). Questo prova che X ⊆ CP(J ).

Viceversa, sia Q ∈ CP(J ) \ {P} e sia R = L(P,Q) ∩ H . Se Q ha coordina-
te [a0, . . . , an], il punto R ha coordinate [0, a1, . . . , an]. Poiché Q ∈ CP(J ) si ha
F(a0, . . . , an) = 0, per cui G(a1, . . . , an) = 0. Dunque R appartiene al supporto di
J , e Q ∈ L(P,R) appartiene a X . Per l’arbitrarietà di Q si ha perciò CP(J ) ⊆ X .

Il fatto che CP(J ) verifichi (i) è ovvio: se G = G1 · . . . ·Gr è la decomposizione
di G in fattori irriducibili, posto Fk(x0, x1, . . . , xn) = Gk(x1, . . . , xn), k = 1, . . . , r,
si ha che F = F1 · . . . · Fr è la decomposizione di F in fattori irriducibili.

Per quanto riguarda (ii), se un punto Q 
= P ha coordinate [a0, a1, . . . , an], il
punto R = L(P,Q) ∩ J ha coordinate [0, a1, . . . , an]. Inoltre si ha Fx0 = 0 e
Fxi(a0, . . . , an) = Gxi(a1, . . . , an) per ogni i = 1, . . . , n. Quindi Q è singolare per
CP(J ) se e solo se R è singolare per J , come voluto.

Esercizio 3.62

Sia S una superficie cubica di P3(C) tale che Sing(S) è un insieme finito. Si provi
che:

(a) S è irriducibile.
(b) Se P ∈ Sing(S) è un punto triplo, allora S è un cono di vertice P e P è l’unico

punto singolare di S.

Soluzione (a) Supponiamo per assurdo che S sia riducibile. Allora S = H +Q,
dove H è un piano e Q è una quadrica, non necessariamente irriducibile o ridotta.
Per l’Esercizio 3.2 tutti i punti della conica Q ∩ H sono singolari per S, contro
l’ipotesi che Sing(S) sia un insieme finito (si ricordi che, se n ≥ 2, il supporto di
un’ipersuperficie di Pn(C) contiene infiniti punti – cfr. 1.7.2).

(b) Per l’Esercizio 3.60, se P ∈ Sing(S) è un punto triplo, S è un cono di
vertice P. In tal caso, se esistesse un punto Q 
= P singolare per S, per il punto (c)
dell’Esercizio 3.60 tutti i punti della retta L(P,Q) sarebbero singolari per S, e ciò
contraddirebbe le ipotesi.
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Esercizio 3.63

Sia S una superficie cubica di P3(C) e sia r una retta contenuta in Sing(S). Si provi
che, se S è irriducibile, allora Sing(S) = r.

Soluzione Supponiamo per assurdo che esista un punto Q ∈ Sing(S) \ r. Poiché
S è irriducibile, il piano H = L(r,Q) non è contenuto in S (cfr. Esercizio 3.5), e
interseca dunque S in una cubica piana C. Poiché r ⊆ C, per il Teorema di Bézout si
ha C = r +Q per qualche conica Q di H . Inoltre, per il punto (a) dell’Esercizio 3.6
si ha r ⊆ Sing(C), per cui per l’Esercizio 3.2 si ha r ⊆ Q. Ancora dal Teorema di
Bézout si deduce allora Q = r + s, dove s è una retta di H . Dunque C = 2r + s, e,
poiché Q /∈ r, si ha Q ∈ s, per cui Q è un punto liscio di C. D’altra parte, ancora per
il punto (a) dell’Esercizio 3.6, Q dovrebbe essere un punto singolare di C. Abbiamo
quindi ottenuto una contraddizione, provando cosı̀ che Sing(S) = r.

Esercizio 3.64

(a) Sia S una superficie cubica di P3(C). Si mostri che se P è un punto singolare di
S esiste una retta r ⊂ S tale che P ∈ r.

(b) Sia T un’ipersuperficie cubica di P4(C). Si provi che per ogni P ∈ T esiste una
retta r tale che P ∈ r e r ⊂ T .

Soluzione (a) Sia x0, x1, x2, x3 un sistema di coordinate omogenee su P3(C) tale
che P abbia coordinate [1, 0, 0, 0] e siano yi = xi

x0
, i = 1, 2, 3, le corrispondenti

coordinate affini su U0. Poiché per ipotesi S è singolare in P, la sua parte affine
S ∩ U0 è descritta da un’equazione della forma f (y1, y2, y3) = f2(y1, y2, y3) +
f3(y1, y2, y3) = 0, dove f2 è un polinomio nullo o omogeneo di grado 2 e f3 è nullo
o omogeneo di grado 3 (si noti comunque che f2 e f3 non possono essere entrambi
nulli). Dato v ∈ C3 \ {0}, la retta affine rv passante per P di direzione v è descritta
in forma parametrica da rv = {tv | t ∈ C}, ed è immediato verificare che rv è
contenuta in S se e solo se f2(v) = f3(v) = 0. I polinomi f2 e f3, se sono entrambi
non identicamente nulli, essendo omogenei definiscono curve di P2(C) di grado
rispettivamente 2 e 3. Per il Teorema di Bézout, esiste almeno un punto R = [v0]
tale che f2(v0) = f3(v0) = 0. D’altronde, nel caso in cui f2 o f3 sia identicamente
nullo, l’insieme dei punti di P2(C) che annullano sia f2 sia f3 è infinito, ed è pertanto
ancora possibile scegliere v0 ∈ C3 \ {0} tale che f2(v0) = f3(v0) = 0. In ogni caso,
la retta rv0 risulta quindi contenuta in S e lo stesso vale dunque per la sua chiusura
proiettiva r = rv0 .

(b) Se P è un punto non singolare di T , denotiamo con H l’iperpiano tangente
TP(T ). Se invece P è singolare, indichiamo con H un qualunque iperpiano conte-
nente P. Se H è contenuto in T , esistono infinite rette passanti per P e contenute in
T . Possiamo quindi supporre che H non sia contenuto in T . In tal caso S = T ∩H
è una superficie cubica di H e, per l’Esercizio 3.6, è singolare in P. Allora, per il
punto (a), esiste una retta r di H passante per P e contenuta in S ⊂ T .
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Esercizio 3.65

Sia F(x0, x1, x2, x3) = x3
0 − x1x2x3, e si consideri la superficie S di P3(R) definita

dall’equazione F(x0, x1, x2, x3) = 0.

(a) Si determinino i punti singolari diS e si descriva il cono tangente aS in ciascuno
di essi.

(b) Si determinino le rette contenute in S.
(c) Si dica se S è irriducibile.

Soluzione (a) Poiché ∇F(x0, x1, x2, x3) = (3x2
0,−x2x3,−x1x3,−x1x2), i punti

singolari di S sono P1 = [0, 1, 0, 0], P2 = [0, 0, 1, 0] e P3 = [0, 0, 0, 1]. Studiamo
la natura del punto singolare P1. Un’equazione di S ∩ U1 nelle coordinate affini
y0 = x0

x1
, y2 = x2

x1
, y3 = x3

x1
è data da−y2y3 + y3

0 = 0. Quindi P1 è un punto doppio
e il cono tangente proiettivo a S in P1 è x2x3 = 0. In modo analogo si verifica che P2

e P3 sono punti doppi i cui coni tangenti hanno equazione rispettivamente x1x3 = 0
e x1x2 = 0.

(b) L’intersezione di S con il piano H 0 = {x0 = 0} è unione delle tre rette
L(P1,P2), L(P1,P3) e L(P2,P3).

Verifichiamo ora che non ci sono altre rette contenute in S. Supponiamo per
assurdo che r ⊆ S sia una retta non contenuta in H 0 e sia Q = r ∩ H 0. A meno di
permutare le coordinate x1, x2, x3, possiamo supporre cheQ stia sulla rettaL(P2,P3).
Il piano K generato da r e da L(P2,P3) interseca S in una cubica riducibile C, unione
di r, L(P2,P3) e di una retta s (non necessariamente distinta da L(P2,P3) e r).

D’altronde, poiché L(P2,P3) ⊆ K e K 
= H 0 è immediato verificare che K
è definito dall’equazione λx0 + x1 = 0, per qualche λ ∈ R. Quindi, eliminando
x1, si vede che C è definita dall’equazione x0(x2

0 + λx2x3) = 0 (cfr. 1.7.3 per
una descrizione più dettagliata del procedimento di eliminazione della variabile x 1).
Pertanto C è l’unione di L(P2,P3) e della conica di equazione x2

0 + λx2x3 = 0, il
cui supporto, per quanto visto sopra, deve contenere la retta r 
= L(P2,P3). Poiché
tale conica se λ 
= 0 è irriducibile e se λ = 0 è la retta L(P2,P3) contata due volte,
si ha una contraddizione.

(c) Poiché S ha grado 3, se fosse riducibile conterrebbe un piano, e quindi infinite
rette, contraddicendo il fatto che S contiene esattamente tre rette.

K Esercizio 3.66

Al variare di λ ∈ C, sia Sλ ⊂ P3(C) la superficie di equazione

Fλ(x0, x1, x2, x3) = x4
0 + x4

1 + x4
2 + x4

3 − 4λx0x1x2x3 = 0.

(a) Si determinino i valori λ ∈ C per cui Sλ è singolare.
(b) Per ciascuno dei valori di λ trovati in (a), si determinino le molteplicità dei punti

singolari di Sλ.
(c) Si determinino i valori λ ∈ R per cui Sλ ha punti reali.
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Soluzione (a) Per i = 0, . . . , 3 indichiamo con Hi l’iperpiano coordinato di equa-
zione xi = 0. Osserviamo che, nelle coordinate indotte su H 3 dalle coordinate
standard di P3(C), per ogni λ ∈ C la curva Sλ ∩ H 3 ha equazione G(x0, x1, x2) =
x4
0 + x4

1 + x4
2 = 0. Poiché∇G = 4(x3

0, x
3
1, x

3
2), la curva Sλ ∩H 3 è non singolare. Per

l’Esercizio 3.6, Sing(Sλ)∩H 3 = ∅ per ogni λ ∈ C. Un calcolo analogo mostra che
Sing(Sλ) ∩ Hi = ∅ per i = 0, 1, 2 e per ogni λ ∈ C. Il gradiente di Fλ è

∇Fλ = 4(x3
0 − λx1x2x3, x

3
1 − λx0x2x3, x

3
2 − λx0x1x3, x

3
3 − λx0x1x2).

Se ∇Fλ(x0, x1, x2, x3) = 0, moltiplicando per x i la i–esima componente di ∇Fλ

per i = 0, 1, 2, 3 si ottiene x4
i = λx0x1x2x3. Moltiplicando le quattro relazioni

cosı̀ ottenute si deduce che x4
0x

4
1x

4
2x

4
3(1 − λ4) = 0. Poiché, come osservato sopra,

qualunque sia λ ∈ C nessun punto di Sing(Sλ) appartiene a un iperpiano coordinato,
se Sλ è singolare si ha λ4 = 1, cioè λ ∈ {1,−1, i,−i}. D’altra parte, se λ ∈
{1,−1, i,−i} il punto P = [λ3, 1, 1, 1] verifica ∇Fλ(P) = 0, ed è quindi singolare
per Sλ.

(b) Consideriamo innanzi tutto il caso λ = 1. Per quanto visto in (a), nessun
punto dell’iperpiano coordinato H 0 è singolare per S1, per cui possiamo limitarci a
studiare la parte affine S1 ∩ U0 di S1, utilizzando su U0 le usuali coordinate affini
yi = xi

x0
, i = 1, 2, 3. I punti singolari di S1 sono dati dalle soluzioni del sistema di

equazioni

y1y2y3 = 1, y3
1 = y2y3, y3

2 = y1y3, y3
3 = y1y2. (3.7)

Moltiplicando la seconda equazione di (3.7) per y1 e sostituendo y1y2y3 = 1 si
ottiene y4

1 = 1. Calcoli analoghi danno y4
2 = y4

3 = 1. È ora facile verificare che
i punti singolari di S1 sono i punti di coordinate affini (α,β,α3β3), per α,β ∈
{1,−1, i,−i}. Quindi Sing(S1) consta di 16 punti. Si ha (F1)x0x0 = 12x2

0 e dunque
(F1)x0x0(P) 
= 0 per ogni P ∈ Sing(S1). Questo prova che tutti i punti singolari di
S1 hanno molteplicità 2.

Le singolarità delle superfici Sλ per λ = −1, i,−i possono essere analizzate
allo stesso modo. Alternativamente si può osservare che, se λ4 = 1, la proiettività
gλ : P3(C) → P3(C) definita da [x0, x1, x2, x3] �→ [λx0, x1, x2, x3] trasforma Sλ in
S1. Quindi, per λ4 = 1, Sλ è proiettivamente equivalente a S1 e Sing(Sλ) consta di
16 punti di molteplicità 2.

(c) Osserviamo che per ogni λ ∈ R la proiettività di P3(C) definita da [x0, x1, x2,
x3] �→ [−x0, x1, x2, x3] manda punti reali in punti reali e trasforma Sλ in S−λ, per
cui Sλ ha punti reali se e solo se S−λ ha punti reali. È sufficiente quindi considerare
il caso λ ≥ 0.

Per λ = 1, è immediato verificare che S1 contiene, ad esempio, i punti reali
Q1 = [1, 1, 1, 1], Q2 = [1, 1,−1,−1].

Studiamo ora le intersezioni di Sλ con la retta r = L(Q1,Q2) al variare di λ ∈ R.
Poiché [0, 0, 1, 1] /∈ Sλ per ogni λ ∈ R, è sufficiente considerare i punti della forma
[1, 1, t, t], t ∈ R. Un tale punto appartiene a Sλ se e solo se g(t) = t4 +1−2λt2 = 0.
Sia ora λ > 1. Si ha allora g(0) = 1, g(1) = 2(1− λ) < 0, per cui esiste un valore
reale t0 ∈ (0, 1) per cui g(t0) = 0. Dunque [1, 1, t0, t0] ∈ Sλ, e Sλ ha punti reali.
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Per concludere, mostriamo che Sλ non ha punti reali se 0 ≤ λ < 1. Per ogni
λ ∈ R la curva Cλ = Sλ ∩ H 0 è definita da x4

1 + x4
2 + x4

3 = 0, e quindi non
contiene punti reali. Perciò è sufficiente determinare il supporto dell’ipersuperficie
reale affine Sλ ∩ R3. Consideriamo su R3 coordinate affini yi = x i

x0
, i = 1, 2, 3,

e sia fλ(y1, y2, y3) il polinomio ottenuto deomogeneizzando Fλ rispetto a x0. Sia
Ω = {(a, b, c) ∈ R3 | (b, c) 
= (0, 0)}, fissiamo (a, b, c) ∈ Ω e restringiamo fλ alla
retta ra,b,c = {(a, tb, tc) | t ∈ R}. Si ottiene un polinomio gλ(t) = (b4 + c4)t4 −
4λabct2 + a4 + 1. Se abc ≤ 0, si ha gλ(t) ≥ a4 + 1 > 0 per ogni t ∈ R e dunque
ra,b,c non contiene punti di Sλ. Supponiamo ora abc > 0, poniamo z = t2 e studiamo
la funzione h(z) = (b4 + c4)z2 − 4λabcz + a4 + 1 per z ≥ 0. Il punto di minimo di

h è dato da z0 = 2λabc
b4 + c4 . Si ha

(b4 + c4)h(z0) = (a4 + 1)(b4 + c4)− 4λ2(abc)2 ≥ (2a2)(2b2c2)− 4λ2(abc)2 =

= 4(abc)2(1− λ2) > 0.

Quindi per ogni scelta di (a, b, c) ∈ Ω si ha ra,b,c ∩ Sλ = ∅ se 0 ≤ λ < 1. Dato
che, al variare di (a, b, c) in Ω, l’unione delle rette ra,b,c è l’intero spazio R3, se ne
deduce che Sλ non ha punti reali per 0 ≤ λ < 1.

In conclusione, abbiamo provato che Sλ ha punti reali se e solo se |λ| ≥ 1.

Vediamo un metodo alternativo per dimostrare che Sλ non ha punti reali se
0 ≤ λ < 1. Osserviamo come sopra che, fissate sull’iperpiano coordinato H 0 le
coordinate omogenee indotte dal riferimento standard di P3(C), per ogni λ ∈ R la
curvaSλ∩H 0 è definita da x4

1+x4
2+x4

3 = 0, e quindi non contiene punti reali. Inmodo
analogo simostra che le coordinate omogenee di qualsiasi punto reale diSλ sono tutte
non nulle. Siano dunque x0, x1, x2, x3 numeri reali non nulli. Dalla disuguaglianza
(x2

0 − x2
1)

2 ≥ 0 si deduce x4
0 + x4

1 ≥ 2x2
0x

2
1, e analogamente si ha x4

2 + x4
3 ≥ 2x2

3x
2
4.

Sommando queste disuguaglianze si ottiene x4
0 + x4

1 + x4
2 + x4

3 ≥ 2(x2
0x

2
1 + x2

2x
2
3).

Si ha inoltre

x2
0x

2
1 + x2

2x
2
3 = (|x0x1| − |x2x3|)2 + 2|x0x1x2x3| ≥ 2|x0x1x2x3|,

per cui in definitiva x4
0+x4

1 +x4
2+x4

3 ≥ 4|x0x1x2x3|. Poiché xi 
= 0 per i = 0, . . . , 3,
se 0 ≤ λ < 1 si ha

x4
0 + x4

1 + x4
2 + x4

3 ≥ 4|x0x1x2x3| > 4λx0x1x2x3.

Se ne deduce che Fλ(x0, x1, x2, x3) è positivo per ogni [x0, x1, x2, x3] ∈ P3(R), per
cui Sλ non contiene punti reali.

K Esercizio 3.67

Sia H un piano di P3(C), sia C ⊂ H una conica non degenere, sia P ∈ C un punto
e sia t ⊂ H la retta tangente a C in P. Siano r e s rette di P3(C) tali che:

(i) r e s non sono contenute in H ;
(ii) r ∩ (s ∪ C) = ∅;
(iii) s ∩ C = P.
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t

P2

P3
P4

s

P0 = P r

P1

π(Q)

R

Q

Figura 3.1. La configurazione descritta nell’Esercizio 3.67

Sia π : C → r l’applicazione definita da π(Q) = L(s,Q) ∩ r se Q 
= P e π(P) =
L(s, t) ∩ r.

(a) Si verifichi che π è ben definita e bigettiva.
(b) Si provi che

X =
⋃

Q∈C
L(Q,π(Q))

è il supporto di una superficie cubica S.
(c) Si determinino i punti singolari di S e le relative molteplicità, si dica se S è

riducibile e se è un cono.

Soluzione (a) La restrizione di π a C \ {P} coincide con la restrizione della
proiezione su r di centro s ed è quindi ben definita. Poiché per ipotesi s e r so-
no sghembe, il piano L(t, s) non contiene r e quindi anche il punto π(P) è ben
definito.

Siano Q,Q′ punti di C tali che π(Q) = π(Q′). Se Q 
= P e Q′ 
= P, si ha
L(s,Q) = L(s,π(Q)) = L(s,π(Q′)) = L(s,Q′), per cui la rettaH∩L(s,Q) interseca
C inP,Q,Q′. Dato che C è irriducibile si ha necessariamente Q = Q′. Se poi si avesse
Q = P eQ′ 
= P, la condizioneπ(P) = π(Q′) implicherebbeL(s, t) = L(s,π(P)) =
L(s,π(Q′)) = L(s,Q′). La retta t = H ∩ L(s, t) = H ∩ L(s,Q′), che è tangente
a C, intersecherebbe allora C anche nel punto Q′ 
= P, contraddicendo di nuovo
l’irriducibilità di C. Ne segue che π è iniettiva. La surgettività di π è conseguenza
del fatto che, dato comunque un punto A ∈ r, la retta H ∩ L(s,A) o è tangente a C
in P, e in tal caso A = π(P), oppure interseca C in un punto Q 
= P, e in tal caso
A = π(Q).
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(b) È possibile scegliere un riferimento proiettivo P0, . . . ,P4 di P3(C) tale che
P0 = P, P2 ∈ C, P1 è il punto di intersezione di t con la retta tangente a C in
P2, P3 ∈ s e P4 ∈ r. Nel sistema di coordinate indotto da questo riferimento, il
piano H è definito dall’equazione x3 = 0, P ha coordinate [1, 0, 0, 0], t è definita
da x3 = x2 = 0, C è definita dall’equazione x0x2 − λx2

1 = 0 per qualche λ 
= 0,
e s è data da x1 = x2 = 0. Siano [a, b, c, 0] le coordinate del punto R = r ∩ H , e
determiniamo innanzi tutto le condizioni imposte su a, b, c dall’ipotesi (ii). Poiché
r = L(P4,R), affinché r e s siano sghembe è necessario e sufficiente che non esistano
combinazioni lineari non nulle di (a, b, c, 0) e (1, 1, 1, 1) che verifichino le condizioni
x1 = x2 = 0, ovvero che si abbia b− c 
= 0. Inoltre, poiché r ∩ C = ∅, si ha R /∈ C,
per cui λb2 − ac 
= 0 .

Sia Y ∈ P3(C)\ s. Il piano L(Y, s) interseca H in una retta, ed interseca pertanto
C, oltre che in P, in un secondo punto Y ′ non necessariamente distinto da P. I punti
Y ′ e π(Y ′) ∈ r sono distinti perché r ∩ C = ∅, e il punto Y sta in X se e solo se Y,
Y ′ e π(Y ′) sono allineati.

Se Y ha coordinate [y0, y1, y2, y3], il piano L(Y, s) ha equazione y2x1−y1x2 = 0.
Mettendo a sistema tale equazione con quella di C si ottiene che Y ′ ha coordinate
[λy2

1, y1y2, y2
2, 0]. Inoltre, se Y ′ 
= P si ha per definizione π(Y ′) = L(s,Y ′) ∩ r =

L(s,Y)∩r, per cuiπ(Y ′) è rappresentato dalla (unica ameno dimultipli) combinazio-
ne lineare non nulla di (a, b, c, 0) e (1, 1, 1, 1) che verifica l’equazione y2x1−y1x2 =
0. Un semplice calcolo mostra allora che si ha

π(Y ′) = [(a − c)y1 + (b − a)y2, (b − c)y1, (b − c)y2,−cy1 + by2]. (3.8)

Se invece Y ′ = P, poiché L(s, t) ha equazione x2 = 0 si ottiene facilmente π(Y ′) =
L(s, t) ∩ r = [a − c, b − c, 0,−c]. Si noti inoltre che in tal caso, poiché Y ′ =
[λy2

1, y1y2, y2
2, 0] = [1, 0, 0, 0] = P, si deve necessariamente avere y2 = 0, da cui

y1 
= 0 in quanto Y /∈ s. Se ne deduce che la formula (3.8), dedotta nel caso in cui
Y ′ 
= P, è valida in realtà anche quando Y ′ = P. Possiamo dunque affermare che Y
appartiene a X se e solo se

rk

⎛⎜⎜⎝
y0 λy2

1 (a − c)y1 + (b − a)y2

y1 y1y2 (b − c)y1

y2 y2
2 (b − c)y2

y3 0 −cy1 + by2

⎞⎟⎟⎠ ≤ 2. (3.9)

Osserviamo che la seconda e la terza riga della matrice in (3.9) sono multiple della
riga (1, y2, b− c) e non sono entrambe nulle, in quanto Y /∈ s. Quindi la condizione
(3.9) è equivalente a F(y0, y1, y2, y3) = 0, dove

F(y0, y1, y2, y3) = det

⎛⎝ y0 λy2
1 (a − c)y1 + (b − a)y2

1 y2 (b − c)
y3 0 −cy1 + by2

⎞⎠ = (3.10)

= y3[(b − c)λy2
1 + (c − a)y1y2 + (a − b)y2

2] + (by2 − cy1)(y0y2 − λy2
1).

Abbiamo dunque mostrato che un punto Y ∈ P3(C)\ s di coordinate [y0, . . . , y3]
appartiene a X se e solo se F(y0, . . . , y3) = 0, dove F è un polinomio omogeneo di
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terzo grado. Se ne deduce che il supporto della superficie S definita da F (pensato
da ora in poi come polinomio in x0, x1, x2, x3) coincide quindi con l’insieme X su
P3(C) \ s. È inoltre evidente che F(a0, 0, 0, a3) = 0 per ogni (a0, a3) ∈ C2, per
cui s è contenuta nel supporto di S. Mostriamo ora che si ha s ⊆ X . Si ha P ∈
L(P,π(P)) ⊆ X e, dato Q ∈ s\{P}, il piano L(Q, r) interseca H in una retta diversa
da t, ed interseca pertanto C in almeno un punto Q1 
= P. Allora L(Q1,π(Q1)) =
L(s,Q1) ∩ L(r,Q1) = L(s,Q1) ∩ L(r,Q) interseca s in Q. Questo prova che s è
contenuta in X , e quindi che X coincide con il supporto di S.

(c) Usando l’equazione F data in (3.10), è immediato verificare che tutti i
punti della retta s sono singolari per S. Per calcolarne la molteplicità osservia-
mo che Fx1x1(x0, 0, 0, x3) = 2λ(b − c)x3. Quindi i punti Q ∈ s, Q 
= P, ve-
rificano Fx1x1(Q) 
= 0 e hanno perciò molteplicità 2. Inoltre Fx1x2(P) = −c e
Fx2x2(P) = 2b non sono entrambi nulli perché, come osservato nella soluzione di
(b), si ha λb2 − ac 
= 0, e dunque anche P ha molteplicità 2.

Mostriamo ora cheS non ha altri punti singolari. Questa verifica può essere svolta
per via analitica, calcolando ∇F e mostrando che le soluzioni del sistema ∇F = 0
verificano tutte x1 = x2 = 0. Altrimenti si può ragionare per via sintetica come
segue.

Sia A un punto di S \ s, sia K = L(s,A), e si consideri la cubica piana S ∩ K .
Poiché il supporto di S ∩K contiene s, per il Teorema di Bézout si ha S ∩K = s+Q,
dove Q è una conica in K . Per il punto (a) dell’Esercizio 3.6, poiché s ⊆ Sing(S)
i punti di s sono singolari per S ∩ K , e ciò implica facilmente s ⊆ Q. Ancora per
il Teorema di Bézout si ha Q = s + s′, dove s′ ⊆ K è una retta. Più precisamente,
poiché r è contenuta in X e disgiunta da s, il supporto della cubica S ∩ K = 2s + s′

non può essere contenuto in s, per cui s′ 
= s. In particolare i soli punti singolari di
S ∩ K sono dati dai punti di s, per cui la curva S ∩ K è liscia in A e, ancora per
l’Esercizio 3.6, S è liscia in A. Abbiamo dunque mostrato che Sing(S) = s.

Dato che tutti i punti di Sing(S) hanno molteplicità 2, S non è un cono per
l’Esercizio 3.60.

Mostriamo ora che S non è riducibile. Supponiamo per assurdo S = K + Q,
dove K è un piano e Q è una quadrica. Per l’Esercizio 3.2, tutti i punti di K ∩ Q
sono singolari per S, per cui il supporto di K ∩ Q è contenuto in s. Essendo una
conica di K , la curva K ∩ Q coincide allora con la retta doppia 2s. In particolare, s
è contenuta in K . Dato che abbiamo mostrato sopra che l’intersezione di S con ogni
piano contenente s ha come supporto una coppia di rette distinte, abbiamo ottenuto
una contraddizione.

Nota. È naturale chiedersi come degeneri la situazione descritta nell’Esercizio 3.67
quando il punto H ∩ r appartiene a C. In tal caso è facile verificare che l’equazione F
data in (3.10) risulta divisibile per by2− cy1, cioè F si annulla sul piano L(s,H ∩ r).
La superficie cubica S definita da F si spezza allora nell’unione di L(s,H ∩ r) e di
una quadrica Q, il cui supporto coincide con l’analogo dell’insieme X qui definito
(cfr. Esercizio 4.67).





Esercizi su coniche e quadriche 4

Punti chiave

>>>>>>>>> Coniche e quadriche affini e proiettive
>>>>>>>>> Polarità, centri e iperpiani diametrali
>>>>>>>>> Coniche e quadriche dello spazio euclideo
>>>>>>>>> Iperpiani principali, assi e vertici
>>>>>>>>> Fasci di coniche

Assunzione: In tutto il capitolo con il simbolo K si intenderà indicato R oppure C.

Esercizio 4.1

(a) Si scriva l’equazione di una conica C diP2(C) passante per i punti P1 = [1, 0, 1],
P2 = [−1, 0, 0], P3 = [0, 1, 1], P4 = [0,−1, 0], P5 = [1, 3, 2].

(b) Si verifichi che C è non degenere e si determini il polo della retta 5x0+x1−3x2 =
0 rispetto alla conica C.

Soluzione (a) I punti P1,P2,P3,P4 non sono allineati e quindi le coniche pas-
santi per tali punti formano un fascio F (cfr. 1.9.7) generato dalle coniche degeneri
L(P1,P2) + L(P3,P4) e L(P1,P3) + L(P2,P4). Poiché

L(P1,P2) = {x1 = 0}, L(P3,P4) = {x0 = 0},

L(P1,P3) = {x0 + x1 − x2 = 0}, L(P2,P4) = {x2 = 0},
la generica conica Cλ,μ di F ha equazione

λx0x1 + μx2(x0 + x1 − x2) = 0.

Fortuna E., Frigerio R., Pardini R.: Geometria proiettiva. Problemi risolti e richiami di teoria.
© Springer-Verlag Italia 2011
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Tale conica passa per P5 se e solo se 3λ + 4μ = 0; scegliendo [λ,μ] = [4,−3],
otteniamo come soluzione la conica di equazione 4x0x1 − 3x2(x0 + x1 − x2) = 0.

(b) La conica C è rappresentata dalla matrice A =

⎛⎝ 0 4 −3
4 0 −3
−3 −3 6

⎞⎠. Poiché

det A 
= 0, la conica è non degenere.
Visto che l’applicazione polC è un isomorfismo proiettivo (cfr. 1.8.2), esiste un

unico puntoR = [a, b, c] tale chepolC(R) è la retta r di equazione 5x0+x1−3x2 = 0.
Poiché polC(R) ha equazione tRAX = 0, ossia

(4b − 3c)x0 + (4a − 3c)x1 + (−3a − 3b + 6c)x2 = 0,

i valori a, b, c richiesti saranno quelli per cui esiste h 
= 0 tale che

(4b − 3c, 4a − 3c,−3a − 3b + 6c) = h(5, 1,−3).

Le soluzioni di tale sistema lineare sono costituite dalla famiglia {(t, 2t, t) | t ∈ C},
per cui il punto R = [1, 2, 1] soddisfa la richiesta.

Osserviamo che un modo alternativo per determinare R è quello di scegliere due
punti M ,N distinti su r e prendere R = polC(M) ∩ polC(N): per la proprietà di
reciprocità, polC(R) = L(M ,N) = r.

Esercizio 4.2

Siano P1,P2,P3 punti non allineati di P2(K) e sia r una retta passante per P1 e
non passante né per P2 né per P3. Si consideri il sottoinsieme dello spazio Λ2 delle
coniche proiettive di P2(K):

F = {C ∈ Λ2 | C passa per P1,P2,P3 ed è tangente a r in P1}.

Si mostri che F è un sistema lineare, e se ne calcoli la dimensione.

Soluzione 1 Imporre che una conica C sia tangente a r inP1 corrisponde a imporre
due condizioni lineari indipendenti (cfr. Esercizio 3.43 eNota successiva). Le coniche
di F si ottengono imponendo anche il passaggio per i punti P2 e P3 e cioè altre due
condizioni lineari, per cui F è un sistema lineare di dimensione ≥ 1.

In effetti F ha dimensione 1, ossia è un fascio. Per provare ciò, supponiamo per
assurdo che F abbia dimensione almeno 2 e scegliamo un quarto punto P4 
∈ r in
modo cheP1,P2,P3,P4 siano in posizione generale. SiaF ′ il sistema lineare formato
dalle coniche di F che passano anche per P4; poiché dimF ′ ≥ dimF − 1 ≥ 1,
possiamo scegliere due coniche distinte C1, C2 in F ′. Tali coniche si intersecano in
almeno 5 punti contati con molteplicità (in quanto I(C1, C2,P1) ≥ 2 visto che C1, C2
sono entrambe tangenti alla retta r inP1, cfr. 1.9.3). Di conseguenza per ilTeorema di
Bézout C1 e C2 hanno una retta in comune l e sono entrambe degeneri, cioè C1 = l+r1

e C2 = l + r2. Affinché due coniche siffatte siano tangenti a r in P1, ci sono solo
due possibilità: o l = r oppure l e ri, i = 1, 2, si incontrano in P1. Il primo caso non
è possibile perché ri dovrebbe passare per i punti P2,P3,P4 che non sono allineati.
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Neppure il secondo caso è possibile perché almeno due fra P2,P3,P4 dovrebbero
stare o su l o su ri e quindi risulterebbero allineati con P1. Abbiamo cosı̀ trovato una
contraddizione, per cui dimF = 1.

Soluzione 2 È possibile anche risolvere l’esercizio per via analitica. Sia R un
punto di r non allineato con P2 e P3; scegliendo P1,P2,P3,R come riferimento
proiettivo, abbiamo P1 = [1, 0, 0],P2 = [0, 1, 0],P3 = [0, 0, 1],R = [1, 1, 1] e
r = L(P1,R) = {x1−x2 = 0}.Sia C una conica diF e siaM unamatrice simmetrica
che la rappresenta. Poiché C passa per [1, 0, 0], [0, 1, 0], [0, 0, 1], gli elementi della

diagonale principale di M devono essere nulli, ossia M =

⎛⎝ 0 a b
a 0 c
b c 0

⎞⎠ con

a, b, c ∈ K non tutti nulli. Dunque C ha equazione del tipo F(x0, x1, x2) = ax0x1 +
bx0x2 + cx1x2 = 0.

Poiché ∇F = (ax1 + bx2, ax0 + cx2, bx0 + cx1) e ∇F(1, 0, 0) = (0, a, b), la
retta r è tangente a C in P1 se e solo se b = −a. Pertanto F è formato da tutte e sole
le coniche rappresentate da matrici della forma⎛⎝ 0 a −a

a 0 c
−a c 0

⎞⎠ , [a, c] ∈ P1(K)

per cui F è un sistema lineare di dimensione uno, ovvero un fascio.

Nota. Il risultato vale anche nel caso in cui la retta r passi, ad esempio, per P2. Infatti
in tal caso ogni conica C ∈ F interseca r in almeno 3 punti contati con molteplicità
e quindi per il Teorema di Bézout la retta r è componente di C. Di conseguenza le
coniche di F sono tutte e sole quelle di tipo r + s al variare di s nel fascio di rette di
centro P3, per cui F è ancora un fascio (cfr. Esercizio 3.44).

Esercizio 4.3

Si considerino in P2(R) i punti

P1 = [0, 1, 2], P2 = [0, 0, 1], P3 = [2, 1, 2], P4 = [3, 0, 1].

Si determini, se esiste, l’equazione di una conica passante per P1,P2,P3,P4 e
tangente in P3 alla retta r di equazione x0 − x2 = 0.

Soluzione Osserviamo che la retta r passa per il puntoP3 e cheP1,P2,P3 non sono
allineati. La conica cercata appartiene al fascioF di coniche passanti per P1,P2,P3 e
tangenti in P3 a r (cfr. Esercizio 4.2 e Nota successiva). Esso è generato dalle coniche
degeneri r + L(P1,P2) e L(P1,P3) + L(P2,P3).

Poiché L(P1,P2) = {x0 = 0}, L(P1,P3) = {2x1 − x2 = 0} e L(P2,P3) =
{x0 − 2x1 = 0}, la generica conica Cλ,μ di F ha equazione

λx0(x0 − x2) + μ(2x1 − x2)(x0 − 2x1) = 0.
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La conica Cλ,μ passa per P4 se e solo se 6λ−3μ = 0, quindi, scegliendo ad esempio
[λ,μ] = [1, 2], otteniamo che la conica di equazione

x2
0 − 8x2

1 + 4x0x1 − 3x0x2 + 4x1x2 = 0

soddisfa le richieste dell’esercizio.

Esercizio 4.4

Si determini, se esiste, una conica non degenere C di P2(C) tale che:

(i) C passa per i punti A = [0, 0, 1] e B = [0, 1, 1];
(ii) C è tangente alla retta x0 − x2 = 0 nel punto P = [1, 1, 1];
(iii) la polare del punto [2, 4, 3] rispetto a C è la retta 3x1 − 4x2 = 0.

Soluzione Osserviamo che A, B e P non sono allineati. Se r è la retta di equazione
x0 − x2 = 0, una conica che verifica le condizioni (i) e (ii) appartiene al fascio
generato dalle coniche degeneri L(A,B)+ r e L(A,P)+L(B,P) (cfr. Esercizio 4.2).
Si calcola facilmente che L(A,B) = {x0 = 0},L(A,P) = {x0−x1 = 0},L(B,P) =
{x1 − x2 = 0}, per cui la generica conica Cλ,μ del fascio ha equazione

λx0(x0 − x2) + μ(x0 − x1)(x1 − x2) = 0,

e quindi è rappresentata dalla matrice

Aλ,μ =

⎛⎝ 2λ μ −λ− μ
μ −2μ μ

−λ− μ μ 0

⎞⎠ .

Se Cλ,μ è non degenere, la polare del punto [2, 4, 3] rispetto a Cλ,μ ha allora equazione
(λ+ μ)x0 − 3μx1 + (2μ− 2λ)x2 = 0 e tale retta coincide con la retta di equazione
3x1 − 4x2 = 0 se e solo se λ + μ = 0. Scegliendo quindi la coppia omogenea
[λ,μ] = [1,−1], otteniamo la conica di equazione

x2
0 + x2

1 − x0x1 − x1x2 = 0

che, essendo non degenere, soddisfa le proprietà richieste.

Esercizio 4.5

Sia D la curva di P2(C) di equazione

F(x0, x1, x2) = x2
2(x1 − x2)2 − x1(x1 + x2)x2

0 = 0.

(a) Si determinino i punti singolari di D e se ne calcolino molteplicità e tangenti
principali.

(b) Si determini la dimensione del sistema lineareF delle coniche diP2(C) passanti
per i punti singolari di D e tangenti in Q = [1, 0, 0] alla retta τ di equazione
x1 = 0.

(c) Al variare di C in F , si calcolino i punti di intersezione fra D e C.
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Soluzione (a) I punti singolari di D sono i punti le cui coordinate omogenee
annullano il gradiente di F . Risolvendo il sistema⎧⎨⎩

Fx0 = −2x0x1(x1 + x2) = 0
Fx1 = 2x2

2(x1 − x2)− x2
0(x1 + x2)− x1x2

0 = 0
Fx2 = 2x2(x1 − x2)2 − 2x2

2(x1 − x2)− x1x2
0 = 0

vediamo che i punti singolari di D sono A = [0, 1, 0], B = [0, 1, 1] e Q = [1, 0, 0].
Lavorando nella carta affine U0 con coordinate x = x1

x0
, y = x2

x0
, il punto Q ha

coordinate (0, 0) e D ∩U0 ha equazione y2(x − y)2 − x(x + y) = 0. Riconosciamo
cosı̀ che Q è un punto doppio ordinario per D con tangenti principali le chiusure
proiettive delle rette x = 0 e x + y = 0, ossia le rette x1 = 0 e x1 + x2 = 0.

Lavorando invece nella carta affine U1 con coordinate u = x0
x1

, v = x2
x1

, si ha
A = (0, 0),B = (0, 1) e la parte affine D ∩ U1 di D ha equazione

v2(1− v)2 − (1 + v)u2 = 0.

Vediamo dunque subito che A è un punto doppio ordinario con tangenti principali le
chiusure proiettive delle rette v − u = 0 e v + u = 0, ossia le rette x2 − x0 = 0 e
x2 + x0 = 0.

Per studiare la molteplicità di B, effettuando la traslazione (w, z) → (u, v) =
(w, z + 1) che porta (0, 0) in B, si ottiene l’equazione

(z + 1)2z2 − (z + 2)w2 = 0.

Quindi B è un punto doppio ordinario con tangenti principali le chiusure proiettive
delle rette z −

√
2w = 0 e z +

√
2w = 0, ossia le rette x2 − x1 −

√
2x0 = 0 e

x2 − x1 +
√
2x0 = 0.

(b) I punti A,B,Q non sono allineati, A 
∈ τ e B 
∈ τ ; pertanto l’insieme delle
coniche passanti per A,B,Q e tangenti in Q a τ è un sistema lineare di dimensione
1, ossia un fascio (cfr. Esercizio 4.2).

(c) Poiché le coniche τ + L(A,B) e L(Q,A) + L(Q,B) generano il fascio F e
hanno equazioni rispettivamente x1x0 = 0 e x2(x1 − x2) = 0, la generica conica
Cλ,μ di F ha equazione λx1x0 + μx2(x1 − x2) = 0.

Se μ = 0, si ha C1,0 ∩ D = {Q,A,B}. Supponendo dunque μ 
= 0, poniamo

t = λ
μ , e cerchiamo le soluzioni del sistema formato dalle equazioni di D e di

Ct,1 = Cλ,μ. Dall’equazione di Ct,1 si ricava l’uguaglianza x2(x1 − x2) = −tx0x1

che, elevata al quadrato e sostituita nell’equazione di D, permette di ottenere

x2
0x1(t2x1 − (x1 + x2)) = 0.

In corrispondenza delle radici dei fattori x0 e x1 ritroviamo i punti Q,A,B. Quando
invece t2x1 − (x1 + x2) = 0, sostituendo x2 = (t2 − 1)x1 nell’equazione di Ct,1 e
dividendo per x 1 si ottiene l’equazione

tx0 + (t2 − 1)(2− t2)x1 = 0,

che ha come unica soluzione omogenea la coppia [x0, x1] = [(1 − t2)(2 − t2), t].
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Risulta perciò che Ct,1 interseca D, oltre che in Q,A,B, solo nel punto di coordinate
omogenee [(1− t2)(2− t2), t, t(t2 − 1)]. Tale punto coincide con Q se t = 0, con A
se t = ±1, con B se t = ±

√
2, ed è altrimenti distinto da Q,A e B.

Nota. Sia f : P1(C)→ P2(C) l’applicazione definita da

f ([λ,μ]) = [(μ2 − λ2)(2μ2 − λ2),λμ3,λμ(λ2 − μ2)].

Per quanto dimostrato al punto (c) dell’esercizio precedente, l’immagine di f è con-
tenuta in D. Dal fatto che per ogni P ∈ D esiste una conica di F passante per
P si deduce poi facilmente che f (P1(C)) = D. L’applicazione f fornisce per-
tanto una parametrizzazione di D. Si noti infine che tale parametrizzazione non
è iniettiva, in quanto f ([0, 1]) = f ([1, 0]) = Q, f ([1, 1]) = f ([1,−1]) = A,
f ([
√
2, 1]) = f ([

√
2,−1]) = B.

Esercizio 4.6

Siano P1,P2 ∈ P2(K) punti distinti, e sia ri una retta proiettiva passante per Pi,
i = 1, 2. Si supponga P2 
∈ r1, P1 
∈ r2. Si mostri che l’insieme

F = {C ∈ Λ2 | ri sia tangente a C in Pi, i = 1, 2}
è un sistema lineare, e se ne calcoli la dimensione.

Soluzione 1 Le coniche di F si ottengono imponendo condizioni di tangenza a
due rette fissate nei punti P1 e P2; ciò equivale a imporre quattro condizioni lineari,
per cui F è un sistema lineare di dimensione ≥ 1.

Osserviamo che se C è una conica riducibile in F , le uniche possibilità per
rispettare le condizioni di tangenza in P1 sono che o una componente irriducibile di
C sia la retta r1 stessa oppure entrambe le componenti irriducibili passino per P1.
Ne segue che le uniche coniche riducibili in F , dovendo rispettare le condizioni di
tangenza sia in P1 che in P2, sono le coniche r1 + r2 e 2L(P1,P2).

Proviamo ora che F ha dimensione 1. Supponiamo per assurdo che F abbia
dimensione almeno 2 e scegliamo un punto P3 
∈ r1 ∪ r2 e non allineato con P1 e
P2. Allora l’insieme F ′ formato dalle coniche di F che passano anche per P3 è un
sistema lineare di dimensione ≥ 1 e possiamo quindi scegliere in esso due coniche
distinte C1, C2. Tali coniche si intersecano in almeno 5 punti contati con molteplicità
(in quanto I(C1, C2,Pi) ≥ 2 per i = 1, 2, cfr. 1.9.3). Di conseguenza per il Teorema
di Bézout C1 e C2 sono riducibili e hanno una retta in comune. Per le considerazioni
precedenti, per i = 1, 2 dovrebbe essere Ci = r1 + r2 oppure Ci = 2L(P1,P2), ma
nessuna di queste coniche passa per P3. L’ipotesi che F abbia dimensione almeno 2
conduce dunque ad una contraddizione, per cui dimF = 1.

Soluzione 2 Come nel caso dell’Esercizio 4.2, possiamo dare una soluzione
analitica.

Sia Q = r1 ∩ r2. Per ipotesi Q,P1,P2 sono in posizione generale, per cui è
possibile scegliere coordinate tali che Q = [1, 0, 0], P1 = [0, 1, 0], P2 = [0, 0, 1], dal
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che si deduce r1 = {x2 = 0}, r2 = {x1 = 0}. Sia ora C una conica di F ; poiché C

passa per P1 e per P2, essa è rappresentata da una matrice M =

⎛⎝ a b c
b 0 d
c d 0

⎞⎠ con

a, b, c, d ∈ K non tutti nulli. Poiché pol(P1) ha equazione bx0 + dx2 = 0, la retta
r1 è tangente a C in P1 se e solo se b = 0. Similmente, poiché pol(P2) ha equazione
cx0 + dx1 = 0, la retta r2 è tangente a C in P2 se e solo se c = 0. Pertanto F è
formato da tutte e sole le coniche rappresentate da matrici della forma⎛⎝ a 0 0

0 0 d
0 d 0

⎞⎠ , [a, d ] ∈ P1(K)

per cui F è un sistema lineare di dimensione uno, ovvero un fascio.

Esercizio 4.7

Si determini, se esiste, l’equazione di una conica non degenere C di P2(C) tale che:

(i) C è tangente alla retta x0 + x2 = 0 nel punto A = [1, 1,−1];
(ii) C è tangente alla retta x0 − x1 − x2 = 0 nel punto B = [1, 1, 0];
(iii) la polare rispetto a C del punto [2, 0, 1] contiene il punto [4, 2, 3].

Soluzione Una conica che verifica le condizioni (i) e (ii) appartiene al fascio
generato dalle coniche degeneri (x0 + x2)(x0 − x1 − x2) = 0 e 2L(A,B) (cfr.
Esercizio 4.6). Poiché L(A,B) ha equazione x0 − x1 = 0, la generica conica Cλ,μ

del fascio ha equazione

λ(x0 + x2)(x0 − x1 − x2) + μ(x0 − x1)2 = 0

e quindi è rappresentata dalla matrice

Aλ,μ =

⎛⎝ 2λ+ 2μ −λ− 2μ 0
−λ− 2μ 2μ −λ

0 −λ −2λ

⎞⎠ .

Poiché Aλ,μ

⎛⎝ 2
0
1

⎞⎠ =

⎛⎝ 4λ+ 4μ
−3λ− 4μ
−2λ

⎞⎠, il punto [2, 0, 1] è non singolare per ogni

Cλ,μ e la polare rispetto a C di [2, 0, 1] è la retta di equazione (4λ+ 4μ)x0 +(−3λ−
4μ)x1−2λx2 = 0. Essa contiene il punto [4, 2, 3] se e solo se 4λ+8μ = 0; pertanto
in corrispondenza della coppia omogenea [λ,μ] = [2,−1] troviamo la conica di
equazione

x2
0 − x2

1 − 2x2
2 − 2x1x2 = 0

che, essendo non degenere, soddisfa le proprietà richieste.
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Esercizio 4.8

Si considerino in P2(C) le rette

r = {x2 = 0} s = {x1 − 2x2 = 0} t = {x1 = 0} l = {x0 − x2 = 0}

e i punti P = r ∩ t, Q = t ∩ l, A = l ∩ r, R = [2,−1, 1].

(a) Si costruisca, se esiste, una proiettività f di P2(C) tale che f (r) = s, f (l) =
l, f (t) = t, f (R) appartenga alla retta di equazione x0 + x1 = 0 e t sia l’unica
retta del fascio di rette di centro P invariante per f .

(b) Si determini, se esiste, una conica C di P2(C) tangente a t nel punto P, tangente
a l nel punto A e tale che f (C) passi per il punto [2,−2, 1].

Soluzione (a) Si ha che P = [1, 0, 0], Q = [1, 0, 1], A = [0, 1, 0] e B = l ∩ s =
[1, 2, 1]. Inoltre osserviamo che le rette r, s, t passano per P mentre P 
∈ l.

Se f è una proiettività tale che f (r) = s, f (l) = l, f (t) = t, allora f (A) =
B, f (P) = P, f (Q) = Q. Imponendo le prime due condizioni, vediamo subito che f

è rappresentata da una matrice del tipo M =

⎛⎝ 1 b c
0 2b d
0 b e

⎞⎠ con b(2e− d) 
= 0.

Si ha inoltre che f (Q) = Q se e solo se d = 0 e e = 1 + c, per cui M =⎛⎝ 1 b c
0 2b 0
0 b 1 + c

⎞⎠. Poiché f (R) = [2 − b + c,−2b,−b + 1 + c], il punto f (R)

appartiene alla retta di equazione x0 + x1 = 0 se e solo se c = 3b− 2; pertanto deve

essere M =

⎛⎝ 1 b 3b − 2
0 2b 0
0 b 3b − 1

⎞⎠.

Sia FP il fascio di rette di centro P; le rette di tale fascio hanno equazione
αx1 + βx2 = 0, con [α,β] ∈ P1(C). Il fascio FP è una retta di P2(C)∗ invariante
per la proiettività duale f∗ : P2(C)∗ → P2(C)∗, che è rappresentata nel sistema di
coordinate omogenee duali su P2(C)∗ dalla matrice tM−1 (cfr. 1.4.5). Nel sistema
di coordinate indotto su FP la retta αx1 + βx2 = 0 ha coordinate [α,β] e la restri-

zione di f∗ a FP è rappresentata dalla matrice

(
3b − 1 −b

0 2b

)
. Affinché t, che ha

coordinate [1, 0], sia l’unica retta diFP invariante per f è necessario e sufficiente che
gli autovettori di tale matrice siano tutti e soli i multipli non nulli di (1, 0), e ciò si
verifica se e solo se b = 1.

L’unica proiettività con le proprietà richieste è dunque quella rappresentata dalla

matrice M =

⎛⎝ 1 1 1
0 2 0
0 1 2

⎞⎠.
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(b) Il fascio delle coniche tangenti a t in P e tangenti a l in A è generato dalle
coniche degeneri l + t e 2r. La generica conica Cλ,μ di tale fascio ha quindi ha
equazione

λx 1(x0 − x2) + μx2
2 = 0.

Poiché f ([2,−1, 1]) = [2,−2, 1], f (Cλ,μ) passa per il punto [2,−2, 1] se e solo se Cλ,μ

passa per il punto [2,−1, 1]; ciò avviene se e solo se μ− λ = 0. In corrispondenza
della coppia omogenea [λ,μ] = [1, 1] troviamo quindi la conica x1(x0−x2)+x2

2 = 0
che soddisfa le richieste del punto (b).

Esercizio 4.9

Date 4 rette distinte r1, r2, r3, r4 in P2(K), si dimostri che esiste almeno una conica
non degenere tangente alle 4 rette se e solo se r1, r2, r3, r4 sono in posizione generale.

Soluzione 1 Supponiamo che esista una conica non degenere tangente a r1, r2, r3,
r4 e, per ogni i 
= j , sia Pij = ri∩rj . Poiché da ogni punto di P2(K) escono al più due
rette tangenti alla conica (cfr. 1.8.2), non è possibile che rh passi per Pij se h 
∈ {i, j }.
Dunque le rette r1, r2, r3, r4 sono a 3 a 3 non concorrenti, ossia sono in posizione
generale.

Viceversa consideriamo una qualsiasi conica non degenere e non vuotaD e siano
l1, l2, l3, l4 le rette tangenti a D in quattro punti distinti di D. Per quanto appena
visto le rette l1, l2, l3, l4 sono a 3 a 3 non concorrenti, ossia in posizione generale.
Per ogni i 
= j poniamo ora Qij = li ∩ lj . Si verifica facilmente che le quaterne
P12,P23,P34,P41 e Q12,Q23,Q34,Q41 sono formate da punti in posizione generale.
Pertanto esiste una proiettività T di P2(K) tale che T(Q12) = P12, T(Q23) = P23,
T(Q34) = P34 e T(Q41) = P41. Da ciò segue subito che T(li) = ri per i = 1, 2, 3, 4.
Allora la conica C = T(D) è tangente a r1, r2, r3, r4.

Soluzione 2 Ragionandoper dualità, interpretiamo le rette r1, r2, r3, r4 comepunti
R1,R2,R3,R4 di P2(K)∗. Le rette r1, r2, r3, r4 sono in posizione generale in P2(K)
se e solo se i corrispondenti punti in P2(K)∗ sono in posizione generale; in tal caso
per R1,R2,R3,R4 passa una conica non degenere e allora la conica duale è tangente
a r1, r2, r3, r4 (cfr. 1.8.2).

Nota. Con lo stesso ragionamento usato nella precedente Soluzione (2), si prova
che se r1, r2, r3, r4, r5 sono cinque rette di P2(K) in posizione generale (ossia i
corrispondenti punti R1,R2,R3,R4,R5 di P2(K)∗ sono in posizione generale), allora
esiste un’unica conica non degenere tangente alle 5 rette.

Esercizio 4.10

Siano A,B,C,D punti di P2(K) in posizione generale e sia r una retta di P2(K)
passante per D e tale che A 
∈ r, B 
∈ r e C 
∈ r. Si dimostri che esiste un’unica
conica non degenere Q di P2(K) che verifica le seguenti condizioni:
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(i) polQ(A) = L(B,C);
(ii) polQ(B) = L(A,C);
(iii) D ∈ Q e la retta r è tangente a Q in D.

Soluzione Osserviamo che, se Q è una conica non degenere che verifica le con-
dizioni (i) e (ii), allora il punto C appartiene sia a polQ(A) sia a polQ(B) e quindi,
per reciprocità, deve essere polQ(C) = L(A,B). Di conseguenza i punti A,B,C
risultano i vertici di un triangolo autopolare per la conica.

Fissiamo un sistema di coordinate omogenee in P2(K) rispetto al quale si abbia
A = [1, 0, 0],B = [0, 1, 0],C = [0, 0, 1],D = [1, 1, 1]. Le coniche Q non degeneri
aventi A,B,C come vertici di un triangolo autopolare hanno equazione di tipo αx2

0 +
βx2

1 + γx2
2 = 0, con α,β, γ non nulli (cfr. 1.8.4).

Affinché Q verifichi anche la proprietà (iii), deve accadere che la polare di D
rispetto a Q sia la retta r. Quest’ultima ha equazione ax0 + bx1 + cx2 = 0 con
a + b + c = 0, visto che D ∈ r, e con a 
= 0, b 
= 0, c 
= 0 poiché r non passa né per
A, né per B, né per C. Invece la retta polQ(D) ha equazione αx0 + βx1 + γx2 = 0.

Dunque, affinché polQ(D) = r, è necessario e sufficiente che i vettori (α,β, γ)
e (a, b, c) siano proporzionali. Di conseguenza l’unica conica che soddisfa la tesi è
quella di equazione ax2

0 + bx2
1 + cx2

2 = 0.

Esercizio 4.11

Sia F il fascio di coniche di P2(C) di equazione

λ(4x0x1 − x2
2 − 4x2

1) + μ(x0x1 + x2
2 + 4x2

1 − 5x1x2) = 0 [λ,μ] ∈ P1(C).

(a) Si determinino le coniche degeneri e i punti base del fascio F .
(b) Si descrivano le proiettività f di P2(C) tali che f ([1, 1, 0]) = [1, 1, 0] e f (C) ∈ F

per ogni C ∈ F .

Soluzione (a) La generica conica Cλ,μ del fascio è rappresentata dalla matrice

Aλ,μ =

⎛⎜⎝ 0 2λ+ μ
2 0

2λ+ μ
2 −4λ+ 4μ −5

2μ

0 −5
2μ −λ+ μ

⎞⎟⎠ .

Poiché det Aλ,μ =
(
2λ+ μ

2

)2
(μ− λ), le uniche coniche degeneri del fascio sono

quelle corrispondenti alle coppie omogenee [λ,μ] = [1, 1] e [λ,μ] = [−1, 4], ossia
le coniche D1 e D2 di equazione rispettivamente

x1(x0 − x2) = 0 e (2x1 − x2)2 = 0.

Intersecando D1 e D2, otteniamo che i punti base del fascio sono P = [1, 0, 0] e
Q = [2, 1, 2].



4. Esercizi e soluzioni 187

(b) Osserviamo che D1 è semplicemente degenere e ha le rette r1 = {x1 = 0}
e r2 = {x0 − x2 = 0} come componenti irriducibili che si intersecano nel punto
R = [1, 0, 1]. Invece D2 ha la retta L(P,Q) = {2x1 − x2 = 0} come componente
irriducibile doppia ed è quindi doppiamente degenere.

Ricordiamo (cfr. 1.8.1) che ogni proiettività di P2(C) trasforma una conica non
degenere (risp. semplicemente degenere, doppiamente degenere) in una conica non
degenere (risp. semplicemente degenere, doppiamente degenere).

Pertanto se f è una proiettività che trasforma le coniche del fascio F in coniche
dello stesso fascio, necessariamente si deve avere f (D1) = D1 e f (D2) = D2. In
particolare f deve trasformare la retta L(P,Q) in se stessa e lasciare invariate le rette
r1, r2 componenti diD1 oppure scambiarle fra loro. In ogni caso il puntoR = [1, 0, 1]
in cui r1 e r2 si intersecano dovrà essere fisso per f , mentre i punti P e Q potranno
essere lasciati fissi o essere scambiati fra loro da f .

Osserviamo che, posto S = [1, 1, 0], i punti R,P,Q, S sono in posizione genera-
le, per cui la conoscenza delle immagini di tali punti determina completamente la
proiettività f .

Se f fissa i 4 punti, allora f è l’identità. L’unica altra possibilità è costituita dalla
proiettività che fissa R, S e che scambia fra loro P e Q. Con facili calcoli vediamo
che tale proiettività è rappresentata dalla matrice⎛⎝ 2 −1 −1

1 0 −1
2 −2 −1

⎞⎠ .

Osserviamo infine che anche questa seconda proiettività, come evidentemente l’i-
dentità, soddisfa le richieste dell’esercizio: infatti per costruzione f (D1) = D1 e
f (D2) = D2, per cui tutte le coniche del fascio generato da tali due coniche, ossia
del fascio F , vengono trasformate in coniche dello stesso fascio.

Esercizio 4.12

Siano R,P1,P2 punti non allineati di P2(C) e sia f una proiettività di P2(K) tale
che f (R) = R, f (P1) = P2 e f (P2) = P1. Sia F il fascio di coniche tangenti in P1

alla retta r1 = L(R,P1) e tangenti in P2 alla retta r2 = L(R,P2). Si dimostri che
f 2 = Id se e solo se f (C) = C per ogni conica C ∈ F .

Soluzione Il fascio F è generato dalle coniche degeneri C1 = r1 + r2 e C2 =
2L(P1,P2) e ha come unici punti base P1 e P2 (cfr. Esercizio 4.6). Dalle ipotesi si
ha subito che f (r1) = r2, che f (r2) = r1 e che la retta L(P1,P2) è f -invariante;
dunque le coniche degeneri C1 e C2 sono f -invarianti. Poiché f induce una proiettività
dello spazio Λ2 delle coniche di P2(C) (cfr. 1.9.5), se ne deduce in particolare che
f trasforma le coniche del fascio F in coniche dello stesso fascio. Inoltre, per il
Teorema fondamentale delle trasformazioni proiettive si ha che f (C) = C per ogni
C ∈ F se e solo se esiste un’altra conica C3 ∈ F diversa da C1 e da C2 tale che
f (C3) = C3.
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Figura 4.1. A sinistra: se f 2 = Id allora f (C) = C per ogni C ∈ F ; a destra, se f (C) = C per
ogni C ∈ F allora f 2 = Id

Se f 2 = Id, l’insieme dei punti fissi per f è l’unione di una retta r e di un punto
P 
∈ r (cfr. Esercizio 2.49 eNota successiva). Se fosseP = R, allora r intersecherebbe
le rette r1 e r2 in due punti distinti (e diversi da R) che sarebbero fissi per f , mentre
l’unico punto fisso sulle due rette è R. Dunque necessariamente la retta r di punti
fissi passa per R e, in particolare, P 
= R.

Sia Q un punto di r \ L(P1,P2), Q 
= R (cfr. Fig. 4.1). Poiché Q non è un punto
base del fascio, esiste un’unica conica C3 ∈ F passante per Q; essa è diversa sia
da C1 che da C2 visto che Q 
∈ C1 ∪ C2. La conica f (C3) appartiene a F e passa
per f (Q) = Q; allora necessariamente f (C3) = C3 e dunque f (C) = C per ogni
C ∈ F .

Viceversa supponiamo che f (C) = C per ogni C ∈ F . Poiché f (R) = R, f agisce
come proiettività sul fascio di rette di centro R (che è isomorfo a P1(K)). Visto che
ogni proiettività di una retta proiettiva complessa ha almeno un punto fisso, esiste una
retta s uscente da R e invariante per f . Poiché per ipotesi né r1 né r2 sono invarianti
per f , necessariamente s 
= r1 e s 
= r2. Sia C3 una conica non degenere diF (quindi
distinta sia da C1 che da C2) e denotiamo con Q1,Q2 i punti in cui C3 interseca la retta
invariante s (cfr. Fig. 4.1); si vede facilmente che Q1 
= Q2. Osserviamo che i punti
P1,P2,Q1,Q2 sono in posizione generale. Evidentemente f ({Q1,Q2}) = {Q1,Q2}
e quindi o f (Q1) = Q1 e f (Q2) = Q2 oppure f (Q1) = Q2 e f (Q2) = Q1. In entrambi
i casi f 2 ha P1,P2,Q1,Q2 come punti fissi e quindi f 2 = Id.

Esercizio 4.13

Sia C una conica non degenere di P2(C). Siano P un punto di C e r la retta tangente
a C in P. Sia R un punto di P2(C) tale che R 
∈ C ∪ r. Si dimostri che esistono
esattamente due proiettività f di P2(C) tali che

f (C) = C, f (R) = R, f (P) = P.

Soluzione Supponiamo che f sia una proiettività di P2(C) che lascia invariati
C,P e R. Allora ciascuna delle due rette uscenti da R e tangenti a C viene trasformata
in una retta uscente da R e tangente a C. Se indichiamo con A e B i punti in cui le
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r
A

R

B

C

P

Figura 4.2. La configurazione descritta nell’Esercizio 4.13

tangenti a C uscenti da R incontrano la conica, allora ci sono solo le seguenti due
possibilità: o f (A) = A e f (B) = B, oppure f (A) = B e f (B) = A.

Nel primo caso f fissa quattro punti in posizione generale (e cioè A,B,P,R) e
dunque è l’identità, che evidentemente fissa anche la conica.

Se f (A) = B e f (B) = A, le ulteriori condizioni f (P) = P e f (R) = R
determinano univocamente una proiettività f . In tal caso f 2 = Id, visto che f 2 fissa
i punti in posizione generale A,B,P,R. Poiché C appartiene al fascio delle coniche
tangenti in A a L(A,R) e tangenti in B a L(B,R), dall’Esercizio 4.12 segue che
f (C) = C.

Abbiamo cosı̀ trovato esattamente due proiettività che soddisfano le richieste.

Esercizio 4.14

Sia C una conica non degenere di P2(K) e sia f una proiettività di P2(K) tale che
f 
= Id e f (C) = C. Si dimostri che:

(a) Se f 2 = Id, allora il luogo dei punti fissi di f è l’unione di una retta r non
tangente a C e del polo R di tale retta rispetto a C.

(b) Se esiste una retta di punti fissi per f , allora f 2 = Id.

Q1

N

rB

R

S

B

Q

r

r

M

Q

s

Q2

Figura 4.3. La configurazione descritta nell’Esercizio 4.14: a sinistra, l’ipotesi che r sia
tangente a C porta ad una contraddizione; a destra, la soluzione del punto (b)
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Soluzione (a) Se f 2 = Id, il luogo dei punti fissi di f è l’unione di una retta r e
di un punto P 
∈ r (per una prova si vedano l’Esercizio 2.49 e la Nota successiva).

Supponiamo per assurdo che r sia tangente a C, e sia Q = r ∩ C (cfr. Fig. 4.3).
Dato un qualsiasi B ∈ C \ {Q}, sia rB la tangente a C in B. Naturalmente rB 
= r, per
cui rB ∩ r consiste di un solo punto S. Per costruzione, polC(S) = L(Q,B), per cui,
essendo f (C) = C e f (S) = S, si ha f ({Q,B}) = {Q,B}. D’altronde f (Q) = Q e f
è iniettiva, per cui f (B) = B. Si è cosı̀ dimostrato che f lascia fissi tutti i punti di C,
e quindi f = Id, il che è in contraddizione con le ipotesi. Dunque r non è tangente
a C.

Sia ora R = pol−1
C (r). Poiché f (r) = r e f (C) = C, si ha f (R) = R. Inoltre,

poiché r non è tangente a C, si ha R 
∈ r, per cui necessariamente P = R.

(b) Osserviamo innanzi tutto che è sufficiente considerare il casoK = C. Infatti,
seK = R , indichiamo conD la complessificata di C e con g la proiettività di P2(C)
indotta da f . Chiaramente D è non degenere, g(D) = D e se r è una retta di punti
fissi per f la retta complessa rC è una retta di punti fissi per g; inoltre da g2 = IdP2(C)

segue f 2 = IdP2(R).
Supponiamo quindi che K = C e che r ⊂ P2(C) sia una retta di punti fissi per

f . Ragionando come nella prova di (a), si vede che r non è tangente a C e che il polo
R di r rispetto a C è fisso per f . Denotiamo con M ,N i punti in cui r interseca C e
sia s una qualsiasi retta uscente da R e non tangente a C (cfr. Fig. 4.3). La retta s è
diversa da r, visto che R 
∈ r, e interseca r in un punto Q fisso per f . Di conseguenza
s = L(R,Q) è f -invariante. Detti Q1,Q2 i due punti in cui s interseca C, poiché
f (C) = C si ha f ({Q1,Q2}) = {Q1,Q2}. Indipendentemente dal fatto che f fissi i
punti Q1,Q2 o che li scambi, in ogni caso Q1,Q2 sono fissi per f 2. Poiché f 2 fissa i
punti M ,N ,Q1,Q2 che sono in posizione generale, allora f 2 = Id.

Esercizio 4.15

Sia D la curva di P2(C) di equazione

F(x0, x1, x2) = x3
0 + x3

1 + x3
2 − 5x0x1x2 = 0.

Si trovi, se esiste, l’equazione di una conica tangente alla curva D nei punti P =
[1,−1, 0] e Q = [1, 2, 1] e passante per R = [1, 2,−3].

Soluzione Cominciamo a calcolare le tangenti a D nei punti P e Q. Si ha

∇F = (3x2
0 − 5x1x2, 3x2

1 − 5x0x2, 3x2
2 − 5x0x1),

per cui ∇F(1,−1, 0) = (3, 3, 5) e ∇F(1, 2, 1) = (−7, 7,−7). La curva D è quindi
tangente in P alla retta rP = {3x0 + 3x1 + 5x2 = 0} e in Q alla retta rQ =
{x0 − x1 + x2 = 0}. Per trovare una conica tangente a D nei punti P e Q, basterà
quindi trovare una conica tangente a rP in P e a rQ in Q (cfr. 1.9.3).

Il fascio di coniche tangenti in P a rP e in Q a rQ è generato dalle coniche rP +rQ

e 2L(P,Q); la generica conica di tale fascio ha dunque equazione

λ(3x0 + 3x1 + 5x2)(x0 − x1 + x2) + μ(x0 + x1 − 3x2)2 = 0
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al variare di [λ,μ] in P1(C). La conica passa per R se e solo se λ + 6μ = 0; in
corrispondenza della coppia omogenea [λ,μ] = [6,−1] otteniamo la conica

17x 2
0 − 19x2

1 + 21x2
2 − 2x0x1 + 54x0x2 − 6x1x2 = 0

che soddisfa le richieste dell’esercizio.

Esercizio 4.16

In P2(C) si considerino i punti P = [1,−1, 0], R = [1, 0, 0], S = [0, 2, 1] e la conica
C di equazione F(x0, x1, x2) = 2x2

0 + 2x0x1 + 3x2
2 = 0. Si determini, se esiste, una

conica non degenereD passante per R e per S, tangente a C in P e tale che polD(R)
passi per il punto [7, 3, 3].

Soluzione Si verifica immediatamente che il punto P appartiene alla conica C;
poiché∇F(1,−1, 0) = (2, 2, 0), la tangente alla conicaC inP è la retta r di equazione
x0 + x1 = 0.

Le coniche passanti per R e S e tangenti a r in P costituiscono un fascio F ge-
nerato dalle coniche degeneri L(P,R) + L(P, S) e L(R, S) + r (cfr. Esercizio 4.2).
Con facili calcoli otteniamo che il fascio F è costituito dalle coniche di equazio-
ne

λx2(x0 + x1 − 2x2) + μ(x0 + x1)(x1 − 2x2) = 0, [λ,μ] ∈ P1(C).

La generica conica Cλ,μ di F è dunque rappresentata dalla matrice

Aλ,μ =

⎛⎝ 0 μ λ− 2μ
μ 2μ λ− 2μ

λ− 2μ λ− 2μ −4λ

⎞⎠ .

Poiché per ogni [λ,μ] ∈ P1(C) si ha (1, 0, 0) 
∈ ker Aλ,μ, la polare di R rispetto a
Cλ,μ è la retta di equazione μx1 + (λ − 2μ)x2 = 0; essa passa per il punto [7, 3, 3]
se e solo se λ = μ. Troviamo cosı̀ la conica

x2
1 − 2x2

2 + x0x1 − x0x2 − x1x2 = 0

che, essendo non degenere, soddisfa le richieste dell’esercizio.

Esercizio 4.17

Sia C una conica non degenere di P2(C); sia P un punto che non appartiene a C e
sia r la polare di P rispetto a C. Sia s una retta passante per P e non tangente a C;
si denotino con Q e R i punti in cui s interseca C.

Si dimostri che r e s si intersecano in un unico punto D, e che si ha
β(P,D,Q,R) = −1.
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Figura 4.4. La configurazione descritta nell’Esercizio 4.17

Soluzione 1 Poiché P 
∈ C, la polare r non passa per P; pertanto le rette r e s non
possono coincidere e quindi si intersecano in un unico punto D.

Il punto D non può appartenere alla conica C, infatti altrimenti, essendo D un
punto della polare di P, la retta L(D,P) = s sarebbe tangente alla conica (cfr. 1.8.2),
contro l’ipotesi. Dunque in particolare D è diverso sia da R che da Q.

La polare polC(D) passa per P e interseca r in un punto M tale che P,D,M
sono i vertici di un triangolo autopolare per C. Esiste allora un sistema di coordinate
omogenee su P2(C) rispetto al quale si ha P = [1, 0, 0],D = [0, 1, 0],M = [0, 0, 1].
In tali coordinate s ha equazione x2 = 0 e una matrice associata alla conica è del tipo⎛⎝ 1 0 0

0 a 0
0 0 b

⎞⎠ con a e b non nulli, ossia x2
0 + ax2

1 + bx2
2 = 0 è un’equazione della

conica. Calcolando le intersezioni fra C e s si trova che Q = [α, 1, 0] e R = [−α, 1, 0]
con α2 = −a.

Nel sistema di coordinate x0, x1 indotto su s si ha che P = [1, 0],D = [0, 1],Q =
[α, 1],R = [−α, 1]. Pertanto β(P,D,Q,R) = −1.

Soluzione 2 Poiché P 
∈ C, la retta polC(P) interseca C in due punti distinti,
diciamoA eB. Inoltre, si verifica facilmente cheA,B,P,Q sono in posizione generale,
per cui possiamo porre su P2(C) un sistema di coordinate rispetto al quale si abbia
P = [1, 0, 0], A = [0, 1, 0], B = [0, 0, 1] e Q = [1, 1, 1]. Imponendo che si abbia
polC(A) = L(A,P) = {x2 = 0}, polC(B) = L(B,P) = {x1 = 0}, e Q ∈ C,
si ottiene facilmente che C ha equazione x2

0 − x1x2 = 0. Poiché s = L(P,Q) ha
equazione x1 = x2, ne segue che R = [−1, 1, 1]. Inoltre, poiché r = L(A,B) ha
equazione x0 = 0, si ha D = r ∩ s = [0, 1, 1]. Dunque

β(P,D,Q,R) = β([1, 0, 0], [0, 1, 1], [1, 1, 1], [−1, 1, 1]) = −1.
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E Soluzione 3 Ragionando come nella Soluzione (1), si prova che il punto D esiste
ed è unico. Siano A,B definiti come nella Soluzione (2). L’insieme F delle coniche
tangenti in A alla retta L(P,A) e tangenti in B alla retta L(P,B) è un fascio con punti
base A e B. Poiché R è diverso sia da A che da B, esiste una sola conica nel fascio
che passa per R e tale conica è C.

Poiché i punti P,Q,A,B ed i punti P,R,A,B sono in posizione generale, esiste
un’unica proiettività f : P2(C) → P2(C) tale che f (P) = P, f (Q) = R, f (A) = A e
f (B) = B. Tale f lascia invariate le rette L(P,A) e L(P,B) e porta C in una conica
tangente a L(P,A) in A, tangente a L(P,B) in B e passante per R. Per l’unicità
ricordata sopra, f (C) = C. Inoltre, f (s) = s, per cui f (s ∩ C) = s ∩ C, ossia
f ({Q,R}) = {Q,R}. Siccome f (Q) = R, si ha f (R) = Q. Infine, poiché f (r) = r
si ha anche f (D) = D. Dunque

β(P,D,Q,R) = β(f (P), f (D), f (Q), f (R)) = β(P,D,R,Q) = β(P,D,Q,R)−1

(cfr. 1.5.2).Allora β(P,D,Q,R)2 = 1; poiché Q 
= R, ne segue β(P,D,Q,R) = −1.

Esercizio 4.18

Si consideri il seguente fascio di coniche di P2(R):

2λx2
0 − (μ+ λ)x2

1 + (μ− λ)x2
2 − 2μx0x1 − 2μx0x2 = 0, [λ,μ] ∈ P1(R).

(a) Si determinino le coniche degeneri e i punti base del fascio.
(b) Si dimostri che esiste una ed una sola retta tangente a tutte le coniche del fascio.
(c) Si determinino tutte le coniche del fascio che nella carta affine U0 sono parabole.

Soluzione (a) La generica conica Cλ,μ del fascio è rappresentata dalla matrice

Aλ,μ =

⎛⎝ 2λ −μ −μ
−μ −λ− μ 0
−μ 0 μ− λ

⎞⎠ .

Poiché det Aλ,μ = 2λ3, il fascio contiene una sola conica degenere D1 di equazione
−x2

1 + x2
2− 2x0x1− 2x0x2 = 0, ossia (2x0 + x1− x2)(x1 + x2) = 0. Chiamiamo l1

e l2 le componenti irriducibili diD1 di equazione rispettivamente 2x0 + x1− x2 = 0
e x1 + x2 = 0; esse si intersecano nel punto P = [1,−1, 1].

Scegliamo un’altra conica del fascio, ad esempio in corrispondenza della coppia
omogenea [λ,μ] = [1, 0]; otteniamo cosı̀ la conicaD2 di equazione 2x2

0− x2
1− x2

2 =
0. Intersecando le generatrici D1 e D2 del fascio, troviamo che i punti base sono
P = [1,−1, 1] e Q = [1, 1,−1].

(b) Nel punto P la conica irriducibile D2 è tangente alla componente l1 di D1;
di conseguenza tutte le coniche del fascio risulteranno tangenti alla retta l1 in P
(cfr. 1.9.5).

Se r è una retta tangente a tutte le coniche del fascio, r deve essere tangente in
particolare alla conica degenereD1 = l1 + l2. Pertanto r deve passare per P. D’altra
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parte ogni retta passante per P e diversa da l1 non è tangente a D2. Risulta quindi
che l’unica retta tangente a tutte le coniche del fascio è l1.

(c) Nella carta affine U0, rispetto alle coordinate affini x = x1
x0

, y = x2
x0

, la
conica Cλ,μ ∩ U0 ha equazione

2λ− (μ+ λ)x2 + (μ− λ)y2 − 2μx − 2μy = 0.

Essa è una parabola se è non degenere (ossia λ 
= 0) e la sua chiusura proiettiva
interseca la retta impropria in un solo punto. Ciò avviene dunque quando λ2−μ2 = 0
e quindi per [λ,μ] = [1, 1] e [λ,μ] = [1,−1].

Esercizio 4.19

Si consideri il fascio delle coniche Cλ,μ di P2(R) di equazione

(λ+ μ)x2
0 − μx2

1 − (λ+ μ)x0x2 + μx1x2 = 0, [λ,μ] ∈ P1(R).

(a) Si determinino le coniche degeneri e i punti base del fascio.
(b) Sia r la retta di equazione x2 = 0. Si verifichi che, per ogni P ∈ r, esiste nel

fascio un’unica conica Cλ,μ(P) passante per P.
(c) Si consideri l’applicazione f : r → r definita da

f (P) =
{

(Cλ,μ(P) ∩ r) \ {P} se la conica Cλ,μ(P) non è tangente a r,
P altrimenti.

Si verifichi che f è una proiettività di r tale che f 2 = Id.
(d) Si determinino le coppie omogenee [λ,μ] ∈ P1(R) per cui la parte affine della

conica Cλ,μ nella carta affine U = P2(R) \ {x0 + x2 = 0} è una parabola.

Soluzione (a) La generica conica del fascio è rappresentata dalla matrice

Aλ,μ =

⎛⎝ 2λ+ 2μ 0 −λ− μ
0 −2μ μ

−λ− μ μ 0

⎞⎠ .

Poiché det Aλ,μ = 2λμ(λ + μ), le coniche degeneri del fascio si ottengono in
corrispondenza delle coppie omogenee [0, 1], [1, 0] e [1,−1]. Esse hanno dunque
equazione

(x0 − x1)(x0 + x1 − x2) = 0, x0(x0 − x2) = 0, x1(x1 − x2) = 0.

Intersecando ad esempio due di tali coniche degeneri, troviamo che i punti base del
fascio sono [0, 0, 1], [0, 1, 1], [1, 1, 1] e [1, 0, 1].

(b) Poiché la retta r non contiene alcun punto base del fascio, ogni punto P ∈ r
impone una condizione lineare non banale alle coniche del fascio, quindi esiste
esattamente una conica del fascio che contiene P. Esplicitamente, se P = [y0, y1, 0],
l’unica conica del fascio passante per P è la conica Cλ,μ(P) definita dall’equazione

y2
1x

2
0 − y2

0x
2
1 − y2

1x0x2 + y2
0x1x2 = 0.
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(c) I punti di intersezione fra Cλ,μ(P) e r sono i punti [x0, x1, 0] tali che y2
1x

2
0 −

y2
0x

2
1 = 0. Otteniamo un unico punto di intersezione se e solo se y1 = 0 oppure y0 =

0; dunque Cλ,μ(P) non è tangente a r purché P 
= P1 = [1, 0, 0] e P 
= P2 = [0, 1, 0].
In tal caso il punto di Cλ,μ(P) ∩ r diverso da P è il punto [y0,−y1, 0].

Nel sistema di coordinate indotto su r si ha dunque che f ([y0, y1]) = [y0,−y1]
quando [y0, y1] 
= [1, 0] e [y0, y1] 
= [0, 1]. D’altra parte per definizione f (P1) = P1

e f (P2) = P2, per cui f è rappresentata analiticamente da [y0, y1] �→ [y0,−y1] su
tutta la retta r. È pertanto evidente che si tratta di una proiettività tale che f 2 = Id.

(d) La conica affine Cλ,μ ∩ U è una parabola quando Cλ,μ è non degenere e
Cλ,μ ∩ {x0 + x2 = 0} consiste di un solo punto (cfr. 1.8.7). Intersecando Cλ,μ con
la retta x0 + x2 = 0 si perviene all’equazione 2(λ+ μ)x2

0 − μx0x1 − μx2
1 = 0, che

ha una sola soluzione se e solo se μ(8λ+ 9μ) = 0. Poiché la conica corrispondente
a [λ,μ] = [1, 0] è degenere, l’unica conica avente come parte affine una parabola è
quella ottenuta in corripondenza di [λ,μ] = [9,−8], che ha equazione

x 2
0 + 8x2

1 − x0x2 − 8x1x2 = 0.

Esercizio 4.20

Si consideri la conica C di P2(R) di equazione

x2
0 + 2x2

1 + 2x0x2 − 6x1x2 + x2
2 = 0.

Si verifichi che C non è degenere e si determinino i vertici di un triangolo autopolare
rispetto a C contenente la retta r = {x0 + x1 + x2 = 0}.

Soluzione La conica C è rappresentata dalla matrice

A =

⎛⎝ 1 0 1
0 2 −3
1 −3 1

⎞⎠ ,

che ha determinante uguale a −9; pertanto C non è degenere.
Sia P = [1,−1, 0] ∈ r \ C. Poiché

(
1 −1 0

)
A =

(
1 −2 4

)
, la

retta polC(P) ha equazione x0 − 2x1 + 4x2 = 0. Dunque posto Q = polC(P) ∩ r,
si ha Q = [−2, 1, 1], per cui, tra l’altro, Q 
∈ C. Infine, polC(Q) ha equazione
x0 + x1 + 4x2 = 0, per cui se R = polC(P) ∩ polC(Q), si ha R = [4, 0,−1]. Per
costruzione, il triangolo di vertici P,Q,R verifica quanto richiesto.

Esercizio 4.21

Sia F un fascio di coniche di P2(R). Si dimostri che:

(a) F contiene almeno una conica degenere.
(b) F contiene infinite coniche non vuote.
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Soluzione (a) Se C1 e C2 sono coniche distinte di F di equazione rispettivamente
tXAX = 0 e tXBX = 0, la generica conica del fascio F ha equazione tX (λA +
μB)X = 0 al variare di [λ,μ] in P1(R). Poniamo G(λ,μ) = det(λA + μB). Se
G = 0, tutte le coniche del fascio sono degeneri. Se G 
= 0, allora G è un polinomio
omogeneo reale di grado 3, e dunque esiste almeno una coppia omogenea [λ0,μ0] in
P1(R) tale che det(λ0A + μ0B) = 0; la corrispondente conica del fascio è dunque
degenere.

(b) Se tutte le coniche diF sonononvuote, non c’è niente da provare. Supponiamo
allora che esista almeno una conica C1 vuota in F e sia C2 un’altra conica nel fascio.
La conica C1 può essere rappresentata da una matrice simmetrica definita positiva,
quindi per ilTeorema spettrale è possibile scegliere un sistema di coordinate inP2(R)
rispetto al quale C1 è rappresentata dalla matrice identica e C2 è rappresentata da una

matrice diagonale

⎛⎝ a 0 0
0 b 0
0 0 c

⎞⎠; non è restrittivo supporre a ≤ b ≤ c. Poiché

C1 
= C2, non può essere a = b = c.
Consideriamo prima il caso b < c. La generica conica del fascio è rappresentata

dalla matrice

⎛⎝ λ+ μa 0 0
0 λ+ μb 0
0 0 λ+ μc

⎞⎠; escludendo il caso [λ,μ] = [1, 0],

che corrisponde alla conica vuota C1, le coniche diF \{C1} sono rappresentate dalla

matrice At =

⎛⎝ t + a 0 0
0 t + b 0
0 0 t + c

⎞⎠ al variare di t in R. Per t ∈ (−c,−b) si ha

t + b < 0 e t + c > 0; pertanto la matrice simmetrica At è indefinita e dunque tutte
le coniche di F di equazione tXAtX = 0 sono non vuote per ogni t ∈ (−c,−b).

Con una argomentazione del tutto analoga si prova la tesi nel caso in cui a < b.

Esercizio 4.22

Sia F un fascio di coniche di P2(K) che contiene una conica doppiamente degenere
C1 e una conica non degenere C2. Si dimostri che F contiene al più due coniche
degeneri.

Soluzione 1 Osserviamo innanzi tutto che è sufficiente trattare il caso in cui
K = C. Se K = R, possiamo infatti considerare il fascio G di coniche complesse
generato da (C1)C e (C2)C. Poiché G contiene le complessificate di tutte le coniche
di F , il numero di coniche degeneri di F è minore o uguale al numero di coniche
degeneri di G.

Supponiamo quindi K = C. Si ha C1 = 2r, dove r è una retta di P2(C). Poiché
C2 è non degenere, r interseca C2 in due punti A e B eventualmente coincidenti.

Se A 
= B, consideriamo la retta τA tangente a C2 in A e la retta τB tangente a
C2 in B. Le rette τA e τB sono distinte e si intersecano in un unico punto M 
∈ C2.
Scelto un punto P ∈ C2 \ r, poiché i punti M ,A,B,P sono in posizione generale,
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esiste un sistema di coordinate omogenee in P2(C) rispetto al quale si ha M =
[1, 0, 0],A = [0, 1, 0],B = [0, 0, 1],P = [1, 1, 1] e di conseguenza r = L(A,B) ha
equazione x0 = 0. Imponendo che C2 passi per A,B,P e che la polare di M rispetto
a C2 sia la retta r = {x0 = 0}, si ricava facilmente che C2 ha equazione x2

0− x1x2 =
0. Allora la generica conica Cλ,μ del fascio F generato da C1 e C2 ha equazione
tXAλ,μX = 0 dove

Aλ,μ = λ

⎛⎝ 1 0 0
0 0 0
0 0 0

⎞⎠+ μ

⎛⎝ 2 0 0
0 0 −1
0 −1 0

⎞⎠ =

⎛⎝ λ+ 2μ 0 0
0 0 −μ
0 −μ 0

⎞⎠ .

Poiché det Aλ,μ = μ2(λ + 2μ), le coniche riducibili del fascio si ottengono in
corrispondenza di [λ,μ] = [1, 0] (ritrovando la conica degenere C1) e di [λ,μ] =
[2,−1]. Osserviamo che la conica degenere C2,−1 ha equazione x1x2 = 0 e quindi
coincide con τA + τB.

SeA = B, la retta r è tangente a C2 inA. Scegliamo un puntoP1 ∈ r\{A} eP2,P3

punti distinti di C2 \ r in modo tale che P1,P2,P3 non siano allineati. Poiché i punti
A,P1,P2,P3 sono in posizione generale, esiste un sistema di coordinate omogenee in
P2(C) rispetto al quale si haA = [1, 0, 0],P1 = [0, 1, 0],P2 = [0, 0, 1],P3 = [1, 1, 1].
Di conseguenza r ha equazione x2 = 0 e C2 è rappresentata da una matrice di tipo⎛⎝ 0 0 1

0 −2(1 + c) c
1 c 0

⎞⎠ con c 
= −1. Allora la generica conica Cλ,μ del fascio F

generato da C1 e C2 ha equazione tXAλ,μX = 0 dove

Aλ,μ = λ

⎛⎝ 0 0 0
0 0 0
0 0 1

⎞⎠+μ

⎛⎝ 0 0 1
0 −2(1 + c) c
1 c 0

⎞⎠ =

⎛⎝ 0 0 μ
0 −2μ(1 + c) μc
μ μc λ

⎞⎠ .

Poiché det Aλ,μ = 2μ3(1 + c), l’unica conica riducibile del fascio si ottiene in
corrispondenza di [λ,μ] = [1, 0] e cioè è la conica C1 = 2r.

Soluzione 2 Come osservato nella Soluzione (1), possiamo limitarci a trattare il
caso K = C.

Si ha C1 = 2r, dove r è una retta di P2(C); denotiamo con A e B i due punti,
eventualmente coincidenti, di intersezione fra C1 e C2.

Se A 
= B e denotiamo con τA la retta tangente a C2 in A e con τB la retta tangente
a C2 in B, per ogni conica C di F si ha I(C, τA ,A) ≥ 2 e I(C, τB,B) ≥ 2. Se C è
degenere, le uniche possibilità sono dunque C = 2r oppure C = τA + τB.

Se A = B, allora la retta r è tangente a C2 in A. Inoltre l’unico punto base di F
è A, per cui se C = l + l′ è una conica degenere di F si deve avere l ∩ C = {A},
l′ ∩ C = {A}. Ciò è possibile solo se l = l′ = r, per cui l’unica conica degenere del
fascio è C1 = 2r.
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Nota. Se K = R nelle soluzioni dell’esercizio ci si è ricondotti al caso complesso
considerando il fascio generato dalle complessificate di C1 = 2r e C2.

Alternativamente, è possibile adattare le due soluzioni al caso di un fascio di
coniche reali ragionando come segue. Se l’insieme r ∩ C2 non è vuoto, le considera-
zioni fatte nelle soluzioni sono ancora valide. Rimane perciò da considerare il caso
in cui r ∩ C2 è vuoto, e cioè il caso in cui la complessificata di r interseca (C2)C in
due punti distinti coniugati, A e B = σ(A). In questo caso si è mostrato in entrambe
le soluzioni che il fascio di coniche complesse generato da (C1)C e (C2)C contiene,
oltre a (C1)C, solo un’altra conica non degenere Q = τA + τB, dove τA (risp. τB)
è la tangente a (C2)C in A (risp. B). Si ha allora σ(τA) = τσ(A) = τB, e dunque
σ(Q) = Q, per cui per l’Esercizio 3.7 la conicaQ è la complessificata di una conica
reale C. Non è difficile infine mostrare, ragionando ad esempio come nella soluzione
dell’Esercizio 3.7, che C appartiene al fascio di coniche realiF . Dunque, se l’insieme
r ∩ C2 è vuoto, allora F contiene esattamente due coniche degeneri.

Esercizio 4.23 (Birapporto di quattro punti su una conica)

(a) Siano A e B due punti distinti di una conica non degenere C di P2(K). Siano
tA e tB le rette tangenti a C rispettivamente in A e B, e sia L(A,B) la retta
congiungente A e B. Siano FA e FB i fasci di rette di centro rispettivamente A e
B. Si consideri l’applicazione ψ : FA → FB definita da
(i) ψ(tA) = L(A,B);
(ii) ψ(L(A,B)) = tB;
(iii) ψ(r) = L(B,Q) se r ∈ FA , r 
= tA , r 
= L(A,B), dove Q è l’intersezione

di r con C diversa da A
(cfr. Fig. 4.5). Si provi che ψ è un isomorfismo proiettivo.

(b) Siano P1,P2,P3,P4 punti distinti su una conica non degenere C di P2(K). Si
definisca il birapporto dei quattro punti nel modo seguente:

β(P1,P2,P3,P4) = β(L(A,P1),L(A,P2),L(A,P3),L(A,P4)),

dove A è un punto di C distinto dai Pi. Si provi che β(P1,P2,P3,P4) non dipende
dalla scelta di A.

Soluzione (a) Poiché la conica è non degenere, le rette tA e tB sono distinte e quindi
si incontrano in un punto C che non appartiene alla conica. Se R è un punto su C
diverso daA e daB, è facile verificare che{A,B,C,R} è un riferimento proiettivo (una
conica reale non degenere e non vuota ha infiniti punti, quindi R esiste anche nel caso
reale). Nel sistema di coordinate omogenee indotto si ha A = [1, 0, 0], B = [0, 1, 0],
C = [0, 0, 1], R = [1, 1, 1] e le rette tA e tB hanno equazione rispettivamente x1 = 0
e x0 = 0. Imponendo che C passi per [1, 1, 1] e abbia come polari in [1, 0, 0] e [0, 1, 0]
rispettivamente le rette x1 = 0 e x0 = 0, si ottiene subito che la conica è rappresentata

da una matrice di tipo M =

⎛⎝ 0 b 0
b 0 0
0 0 −2b

⎞⎠ con b 
= 0 e quindi C ha equazione
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x2
2 − x0x1 = 0. Inoltre FA è costituito dalle rette di equazione a1x1 + a2x2 = 0 al

variare di [a1, a2] ∈ P1(K), per cui a1, a2 è un sistema di coordinate omogenee per
FA . Similmente FB è costituito dalle rette di equazione b0x0 + b2x2 = 0 al variare
di [b0, b2] ∈ P1(K), e b0, b2 è un sistema di coordinate omogenee per FB.

Sia r una retta in FA , con r 
= tA , r 
= L(A,B). Allora r ha equazione a1x1 +
a2x2 = 0 con a1 
= 0 e a2 
= 0. Calcolando le intersezioni di r con C troviamo, oltre
evidentemente al punto A, il punto Q = [a2

1, a
2
2,−a1a2]. La retta L(B,Q) ha allora

equazione a2
1x2 + a1a2x0 = 0 ossia, essendo a1 
= 0, ha equazione a1x2 + a2x0 = 0

e ha quindi coordinate [a2, a1].
La restrizione dell’applicazione ψ a FA \ {tA ,L(A,B)} coincide dunque con la

restrizione aFA \{tA ,L(A,B)} dell’applicazione f : FA → FB definita in coordinate
da f ([a1, a2]) = [a2, a1], che è evidentemente un isomorfismo proiettivo.

Osserviamo che, nel sistema di coordinate scelto in FA , la retta tA ha coordinate
[1, 0] e L(A,B) ha coordinate [0, 1]. Similmente, rispetto al sistema di coordinate
scelto in FB, L(A,B) ha coordinate [0, 1] e tB ha coordinate [1, 0]. Poiché f (tA) =
f ([1, 0]) = [0, 1] = L(A,B) = ψ(tA) e f (L(A,B)) = f ([0, 1]) = [1, 0] = tB =
ψ(L(A,B)), allora ψ coincide con f ed è quindi un isomorfismo proiettivo.

(b) Sia B un punto di C distinto da A e dai Pi. Allora l’applicazione ψ : FA → FB

considerata nel punto (a) è un isomorfismoproiettivo tale cheψ(L(A,Pi)) = L(B,Pi)
per i = 1, . . . , 4. Poiché il birapporto si conserva per isomorfismi proiettivi, si
ha che β(L(A,P1),L(A,P2),L(A,P3),L(A,P4)) = β(L(B,P1),L(B,P2),L(B,P3),
L(B,P4)) e dunque la tesi.

Esercizio 4.24

Siano C e C′ due coniche non degeneri di P2(K). Siano P1,P2,P3,P4 punti distinti
di C e Q1,Q2,Q3,Q4 punti distinti di C′.
(a) Si mostri che esiste un’unica proiettività f : P2(K) → P2(K) tale che f (C) = C′

e f (Pi) = Qi per i = 1, 2, 3.
(b) Si mostri che esiste una proiettività f di P2(K) tale che f (C) = C′ e f (Pi) = Qi

L(A,B)

tB

Q

C
r

A

tA
B

ψ(r)

C

Figura 4.5. Se A e B sono punti di una conica C, la conica C stabilisce un isomorfismo
proiettivo tra i fasci di rette FA e FB (cfr. Esercizio 4.23)
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P2

P3

C

S

P1

C′

Q2

Q3

Q1

T

f

Figura 4.6. La costruzione della proiettività richiesta dall’Esercizio 4.24, punto (a)

per i = 1, 2, 3, 4 se e solo se β(P1,P2,P3,P4) = β(Q1,Q2,Q3,Q4), dove β
indica il birapporto di quattro punti su una conica definito nell’Esercizio 4.23.

Soluzione (a) Siano S = polC(P1) ∩ polC(P2), T = polC′(Q1) ∩ polC′(Q2). È
immediato verificare che le quaterne P1,P2,P3, S e Q1,Q2,Q3,T formano ciascu-
na un sistema di riferimento proiettivo di P2(C). Grazie al Teorema fondamentale
delle trasformazioni proiettive, è perciò sufficiente dimostrare che una proiettività
f : P2(K)→ P2(K) verifica le condizioni descritte nel testo se e solo se f (S) = T e
f (Pi) = Qi per i = 1, 2, 3.

Se f verifica le condizioni descritte nel testo si ha ovviamente f (Pi) = Qi per
i = 1, 2, 3. Inoltre, poiché le proiettività preservano le condizioni di tangenza si ha
f (polC(Pi)) = polC′(Qi), per cui

f (S) = f (polC(P1) ∩ polC(P2)) = polC′(Q1) ∩ polC′(Q2) = T .

Supponiamo viceversa che si abbia f (S) = T e f (Pi) = Qi per i = 1, 2, 3. Per
i = 1, 2 si ha allora

polf (C)(Qi) = f (polC(Pi)) = f (L(Pi, S)) = L(Qi,T) = polC′(Qi),

per cui le coniche f (C) e C′ passano entrambe per Q1 con tangente polC′(Q1), per
Q2 con tangente polC′(Q2) e per Q3.

Essendo Q1,Q2,Q3,T in posizione generale, esiste un’unica conica passan-
te per Q1 con tangente polC′(Q1), per Q2 con tangente polC′(Q2) e per Q3 (cfr.
Esercizio 4.6). Se ne deduce f (C) = C′, come voluto.

(b) Supponiamo innanzi tutto che esista una proiettività f : P2(K) → P2(K) tale
che f (C) = C′ e f (Pi) = Qi per i = 1, 2, 3, 4. SeO è un qualsiasi punto diC diverso da
P1,P2,P3,P4 si ha f (O) = O′ ∈ C′\{Q1,Q2,Q3,Q4}. Inoltre, f induce una proietti-
vità dal fascio di rette di centroO sul fascio di rette di centroO′ , e tale proiettività porta
ri = L(O,Pi) in si = L(O′,Qi) per ogni i = 1, 2, 3, 4. Per invarianza del birapporto
rispetto alle trasformazioni proiettive si ha allora β(r1, r2, r3, r4) = β(s1, s2, s3, s4),
ovvero β(P1,P2,P3,P4) = β(Q1,Q2,Q3,Q4) per definizione di birapporto di punti
su una conica.
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Viceversa, supponiamo che si abbia β(P1,P2,P3,P4) = β(Q1,Q2,Q3,Q4). Per
quanto visto al punto (a) esiste una proiettività f : P2(K) → P2(K) tale che f (C) = C′
e f (Pi) = Qi per i = 1, 2, 3. Mostreremo ora che f (P4) = Q4, e ciò concluderà la
dimostrazione. Siano come sopra O ∈ C \ {P1,P2,P3,P4}, O′ = f (O) ∈ C′ e, per
ogni i = 1, 2, 3, 4, ri = L(O,Pi), si = L(O′,Qi). Come sopra, per invarianza del
birapporto rispetto alle trasformazioni proiettive si ha

β(r1, r2, r3, r4) = β(f (r1), f (r2), f (r3), f (r4)) = β(s1, s2, s3,L(O′, f (P4))).

Dall’ipotesi segue inoltre β(r1, r2, r3, r4) = β(s1, s2, s3, s4), per cui L(O′, f (P4)) =
s4 = L(O′,Q4). Dunque

f ({O,P4}) = f (C ∩ L(O,P4)) = C′ ∩ L(O′, f (P4)) = C′ ∩ L(O′,Q4) = {O′,Q4}.

Essendo f (O) = O′, si ha allora f (P4) = Q4, come voluto.

Esercizio 4.25

Siano A,B,C,D punti in posizione generale in P2(K). Sia f : P2(K) → P2(K) la
proiettività tale che f (A) = B, f (B) = A, f (C) = D e f (D) = C. Si dimostri che,
per ogni conica Q di P2(K) passante per i punti A,B,C,D, si ha f (Q) = Q.

Soluzione 1 Le coniche passanti per i punti A,B,C,D formano un fascioF conte-
nente 3 coniche degeneri, che sono C1 = L(A,B)+L(C,D), C2 = L(A,D)+L(B,C)
e C3 = L(A,C) + L(B,D) (cfr. 1.9.7). Dalle ipotesi segue subito che f trasforma
ciascuna di tali 3 coniche in se stessa. Di conseguenza f agisce sul fascio (proietti-
vamente isomorfo a P1(K)) come una proiettività con 3 punti fissi e dunque come
l’identità, per cui f trasforma ogni conica passante per A,B,C,D in se stessa.

E Soluzione 2 Si può dare una soluzione differente sfruttando la nozione di bi-
rapporto di quattro punti su una conica (cfr. Esercizio 4.23). Come osservato nella
Soluzione (1) le coniche degeneri C1, C2, C3 passanti per A,B,C,D sono ovviamente
f -invarianti, per cui è sufficiente analizzare il caso in cui Q sia non degenere. Se si
denota con βQ il birapporto di quattro punti suQ, usando le simmetrie dell’usuale bi-
rapporto per punti su una retta è facilemostrare cheβQ(A,B,C,D) = βQ(B,A,D,C)
per cui, per quanto dimostrato nell’Esercizio 4.24 punto (b), esiste una proiettività
g : P2(K) → P2(K) tale che g(A) = B, g(B) = A, g(C) = D, g(D) = C e
g(Q) = Q. Coincidendo su A,B,C,D, le proiettività g e f coincidono su tutto
P2(K), per cui si ha f (Q) = g(Q) = Q, come voluto.

K Esercizio 4.26

Sia C una conica non degenere di P2(C).

(a) Siano P,Q,R ∈ P2(C) i vertici di un triangolo autopolare per C. Si dimostri che
esiste una proiettività f di P2(C) tale che f (C) = C, f (P) = Q, f (Q) = P e
f (R) = R.
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(b) Dati due punti distinti P,Q 
∈ C tali che la retta congiungente P e Q non è
tangente a C, si dimostri che esiste una proiettività f di P2(C) tale che f (C) = C
e f (P) = Q.

Soluzione (a) Denotiamo con A e B i punti in cui la retta L(P,R) = pol(Q)
intersecaC (cfr. Fig. 4.7). Poiché in un triangolo autopolare i vertici non appartengono
alla conica e i lati non sono tangenti alla conica, i punti A e B sono distinti fra loro
e diversi da P e da R. Similmente denotiamo con D e E i punti in cui la retta
L(Q,R) = pol(P) interseca C, che risultano distinti fra loro e diversi da R e da Q.

Sia f la proiettività di P2(C) tale che f (A) = D, f (D) = A, f (B) = E e
f (E) = B (che esiste perché i punti A,B,D,E risultano in posizione generale). Per
l’Esercizio 4.25 si ha allora f (C) = C.

Inoltre f (pol(Q)) = pol(P), f (pol(P)) = pol(Q), per cui f (Q) = P e f (P) =
Q. Ne segue che f (pol(R)) = pol(R) e pertanto f (R) = R.

Si può dare una dimostrazione alternativa del punto (a) procedendo come segue.
Poiché P,Q,R sono in posizione generale, esiste un riferimento proiettivo di P2(C)
di cui P,Q,R sono i punti fondamentali. Rispetto alle coordinate omogenee definite

da tale riferimento, la conica C è rappresentata dalla matrice M =

⎛⎝ 1 0 0
0 a 0
0 0 b

⎞⎠
con a, b ∈ C∗. Inoltre, una proiettività f : P2(C) → P2(C) verifica le condizioni
f (P) = Q, f (Q) = P, f (R) = R se e solo se è rappresentata da una matrice N tale

che N =

⎛⎝ 0 c 0
1 0 0
0 0 d

⎞⎠ con c, d ∈ C∗.

Osserviamo ora che si ha f (C) = C se e solo se f −1(C) = C, ovvero se e solo
se tNMN = λM per qualche λ ∈ C∗. Un semplice calcolo mostra che quest’ultima
condizione è verificata se e solo se a2 = c2 e bd2 = ab. Se ne deduce che, se

D

A

R

B
P

Q

E

C

Figura 4.7. La costruzione descritta nella soluzione dell’Esercizio 4.26, punto (a)
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P

T

C

Q

Figura 4.8. Esercizio 4.26: come si riconduce il punto (b) al punto (a) nel caso in cui Q �∈
polC(P)

α ∈ C∗ è una radice quadrata di a, la proiettività associata alla matrice invertibile⎛⎝ 0 a 0
1 0 0
0 0 α

⎞⎠ verifica le richieste del testo.

(b) Consideriamo prima il caso in cui Q ∈ polC(P). Allora per reciprocità P ∈
polC(Q); inoltre le rette polC(P) e polC(Q) sono distinte, per cui si intersecano in
un punto R. I punti P,Q,R risultano i vertici di un triangolo autopolare per C e allora
la tesi segue dal punto (a).

Se invece Q 
∈ polC(P), sia T = polC(P) ∩ polC(Q). Poiché T ∈ polC(P) e
T 
∈ C (in quanto L(P,Q) non è tangente a C), i punti P e T sono due vertici di un
triangolo autopolare per C. Per quanto appena provato, esiste perciò una proiettività
g di P2(C) tale che g(C) = C e g(P) = T . Analogamente, poiché T ∈ polC(Q),
esiste una proiettività h di P2(C) tale che h(C) = C e h(Q) = T . La proiettività
f = h−1 ◦ g verifica allora le proprietà richieste.

Nota. Sfruttando l’Esercizio 4.46, è possibile mostrare che la tesi del punto (b) è
vera anche nel caso in cui la retta passante per P e per Q sia tangente a C.

Esercizio 4.27

Si considerino in P2(C) i punti A = [1, 0, 0],B = [0, 1,−1] e C = [1, 2,−3]. Si
determini, se esiste, una conica non degenere C di P2(C) tale che:

(i) A,B,C sono i vertici di un triangolo autopolare per C;
(ii) C passa per il punto P = [1, 1, 1] ed è ivi tangente alla retta di equazione

3x0 − 4x1 + x2 = 0.
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Soluzione La conica C cercata ha equazione tXMX = 0 con

M =

⎛⎝ a b c
b d e
c e f

⎞⎠ .

La polare del punto A rispetto a C ha equazione ax0 + bx1 + cx2 = 0; condizione
necessaria affinché la condizione (i) valga è che questa polare coincida con la retta
L(B,C) che ha equazione x0 + x1 + x2 = 0. Ricaviamo cosı̀ la prima condizione

a = b = c, per cui M =

⎛⎝ a a a
a d e
a e f

⎞⎠ .

Determiniamo adesso ulteriori condizioni necessarie che a, d , e, f devono veri-
ficare come conseguenza delle richieste dell’esercizio.

La polare del punto C rispetto alla conica ha equazione (a + 2d − 3e)x 1 + (a +
2e − 3f )x2 = 0. Poiché la polare di A passa per C, per reciprocità la polare di C
passa per A; per imporre che polC(C) sia la retta L(A,B) basta imporre che essa
passi per il punto B. Ricaviamo cosı̀ la condizione 2d−5e+3f = 0. Imponendo tali
condizioni otteniamo, ancora per reciprocità, che la polare di B è la retta L(A,C).

La conica C passa per P se e solo se 5a + d + 2e + f = 0 e, se C è non degenere,
polC(P) coincide con l’unica tangente a C inP e ha equazione 3ax0+(a+d +e)x1+
(a + e + f )x2 = 0. Per ottenere che tale retta coincida con la retta r di equazione
3x0− 4x1 + x2 = 0, basta imporre che polC(P) passi per un altro punto di r diverso
da P, ad esempio per [1, 0,−3]. Otteniamo cosı̀ la ulteriore condizione e + f = 0.

Il sistema lineare avente come equazioni le condizioni trovate ha come soluzioni
tutti i multipli della quaterna a = 1, d = −4, e = −1, f = 1. La conica associata alla

matrice M =

⎛⎝ 1 1 1
1 −4 −1
1 −1 1

⎞⎠ è non degenere e soddisfa le condizioni richieste.

Esercizio 4.28

Siano C eD due coniche non degeneri di P2(K) che si intersecano in 4 punti distinti.

(a) Si dimostri che non esiste una retta in P2(K) tangente a tutte le coniche del
fascio generato da C e D.

(b) Si dimostri che esiste un punto Q ∈ P2(K) tale che polC(Q) = polD(Q) e che
tale punto Q non può appartenere né a C né a D.

Soluzione (a) Denotiamo con A,B,C,D i quattro punti in cui le coniche C e
D si intersecano. Poiché le due coniche sono non degeneri, i punti A,B,C,D sono
necessariamente in posizione generale. Il fascio F generato da C e D contiene tre
coniche degeneri (cfr. 1.9.7) e precisamente

A1 = L(A,B) + L(C,D), A2 = L(A,D) + L(B,C), A3 = L(A,C) + L(B,D).

Supponiamo per assurdo che esista una retta r tangente a tutte le coniche diF . Poiché
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r è tangente in particolare alla conica degenere A1, necessariamente r deve passare
per il punto M 1 = L(A,B) ∩ L(C,D).

La retta r è tangente anche alle altre due coniche degeneri A2 e A3. Di con-
seguenza r deve passare anche per i punti M2 = L(A,D) ∩ L(B,C) e M 3 =
L(A,C)∩L(B,D). In particolare i punti M 1,M 2,M 3 sono allineati, e ciò contraddice
il fatto che A,B,C,D sono in posizione generale (cfr. Esercizio 2.6). Abbiamo cosı̀
provato il punto (a).

(b) Ricordiamo che l’applicazione polC : P2(K) → P2(K)∗ che associa a P ∈
P2(K) la polare di P rispetto alla conica non degenere C è un isomorfismo proiettivo
(cfr. 1.8.2). La composizione pol−1

D ◦polC è quindi una proiettività di P2(K) e come
tale ammette almeno un punto fisso Q (cfr. 1.2.5), ossia un punto tale che polC(Q) =
polD(Q) come richiesto.

Se Q appartenesse a C, allora la retta polC(Q) sarebbe tangente a C in Q. Poiché
polC(Q) = polD(Q), il punto Q apparterrebbe anche alla retta polD(Q), per cui Q
starebbe anche sulla conica D e la retta polD(Q) sarebbe tangente anche a D nel
punto Q comune alle due coniche. Allora la retta sarebbe tangente a tutte le coniche
del fascio F , in contrasto con il punto (a).

Esercizio 4.29

Siano P1,P2,P3,P4 punti di P2(K) in posizione generale. Dati O,O′ punti in P2(K)
tali che P1,P2,P3,P4,O e P1,P2,P3,P4,O′ siano ancora in posizione generale, siaλ
(risp. λ′) il birapporto delle rette uscenti da O (risp. O′) e passanti per P1,P2,P3,P4.
Si verifichi cheλ = λ′ se e solo se esiste una conica che contiene P1,P2,P3,P4,O,O′.

Soluzione 1 Per i = 1, 2, 3, 4 poniamo ti = L(O,Pi) e si = L(O′,Pi).
Supponiamo che esista una conica C passante per i punti P1,P2,P3,P4,O,O′;

tale conica è necessariamente non degenere. Allora

λ = β(t1, t2, t3, t4) = β(s1, s2, s3, s4) = λ′

come immediata conseguenza dell’Esercizio 4.23, punto (b).

Viceversa supponiamo che λ = λ′.
Per provare che i punti P1,P2,P3,P4,O,O′ giacciono su una conica mostriamo

analiticamente che il luogoW dei punti Q tali che P1,P2,P3,P4,Q sono in posizione
generale e tali cheβ(L(Q,P1),L(Q,P2),L(Q,P3),L(Q,P4)) = λ è contenuto in una
conica passante per P1,P2,P3,P4.

Sia dunque Q ∈ W . Poiché i punti Pi sono in posizione generale, esiste un
sistema di coordinate omogenee in cui

P1 = [1, 0, 0], P2 = [0, 1, 0], P3 = [0, 0, 1], P4 = [1, 1, 1].

Allora la retta r = L(P1,P2) ha equazione x2 = 0; poiché Q 
∈ r abbiamo Q =
[y0, y1, y2] con y2 
= 0. Possiamo calcolare il birapporto delle quattro rette L(Q,Pi)
come il birapporto delle loro rispettive intersezioni con la trasversale r. Si calcola
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TP1 (C)
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Figura 4.9. La Soluzione 2 dell’Esercizio 4.29

facilmente che

R3 = L(Q,P3) ∩ r = [y0, y1, 0] e R4 = L(Q,P4) ∩ r = [y2 − y0, y2 − y1, 0].

Dall’ipotesi che i punti P1,P2,P3,P4 siano in posizione generale, segue che i punti
P1,P2,R3,R4 sono distinti (e dunque il loro birapporto è ben definito e y2− y0 
= 0,
y2 − y1 
= 0). Pertanto β(L(Q,P1),L(Q,P2),L(Q,P3),L(Q,P4)) = β(P1,P2,R3,

R4) = β([1, 0], [0, 1], [y0, y1], [y2 − y0, y2 − y1]) = y2 − y1
y1

y0
y2 − y0

.

Poiché Q ∈ W , allora y2 − y1
y1

y0
y2 − y0

= λ, ossia Q appartiene alla conica di

equazione (x2 − x1)x0 − λx1(x2 − x0) = 0 e si verifica immediatamente che tale
conica passa per P1,P2,P3,P4.

E Soluzione 2 Come nella Soluzione (1) si mostra che, se i punti P1, P2, P3, P4, O
e O′ appartengono a una conica C, si ha λ = λ′.

L’altra implicazione può essere provata in modo sintetico come segue. Sia C la
conica (unica e non degenere) passante per P1,P2,P3,P4,O e sia C′ la conica (unica
e non degenere) passante per P1,P2,P3,P4,O′ (cfr. Fig. 4.9). Sia ψ : FO → FP1

l’isomorfismo proiettivo definito nell’Esercizio 4.23, punto (a), relativamente alla
conica C e ai punti O e P1. Se denotiamo con TP1(C) la tangente a C nel punto P1,
allora si ha

ψ(t1) = TP1(C) e ψ(tj ) = L(P1,Pj ) per j = 2, 3, 4.

Poiché il birapporto si conserva per isomorfismi proiettivi, si ha

λ = β(TP1(C),L(P1,P2),L(P1,P3),L(P1,P4)).

Analogamente, sia ψ′ : FO′ → FP1 l’isomorfismo proiettivo definito nell’Eserci-
zio 4.23, punto (a), relativamente alla conica C′ e ai punti O′ e P1. Se denotiamo con
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TP1(C′) la tangente a C′ nel punto P1, allora si ha

ψ′(s1) = TP1(C′) e ψ′(sj ) = L(P1,Pj ) per j = 2, 3, 4

e dunque
λ′ = β(TP1(C′),L(P1,P2),L(P1,P3),L(P1,P4)).

Poiché le rette L(P1,P2),L(P1,P3),L(P1,P4) sono distinte, dall’ipotesi λ = λ′

deduciamo allora che TP1(C) = TP1(C′), ossia che le coniche C e C′ hanno la stessa
tangente r in P1. Poiché esiste una sola conica passante per P1,P2,P3,P4 e con
tangente r in P1, necessariamente C = C′.

E Soluzione 3 Come nella Soluzione (1) si mostra che, se i punti P1, P2, P3, P4, O
e O′ appartengono a una conica C, si ha λ = λ′.

Proviamo ora l’altra implicazione. Evidentemente se O = O′ non c’è niente da
dimostrare. Se O 
= O′, osserviamo intanto che la retta L(O,O′) non può contenere
nessuno dei Pi. Infatti supponiamo, al contrario, che L(O,O′) contenga uno di tali
punti, ad esempio P1, e denotiamo r = L(P2,P3) e R = r ∩ L(O,O′). Dalle ipotesi
segue subito che R 
∈ {P1,P2,P3,O,O′}. Se calcoliamo λ usando la trasversale r,
abbiamo che

λ = β(R,P2,P3,L(O,P4) ∩ r).

Analogamente
λ′ = β(R,P2,P3,L(O′,P4) ∩ r).

Dall’ipotesi λ = λ′ deduciamo che L(O,P4) ∩ r = L(O′,P4) ∩ r ossia O,O′,P4

sono allineati e dunque anche O,O′,P1,P4 sono allineati, il che è assurdo per le
nostre ipotesi. Dunque P1,P2,P3,P4,O,O′ sono in posizione generale.

SiaC la conica (unica enondegenere) passante perP1,P2,P3,O,O′ (cfr. Fig. 4.10)
e proviamo che, se λ = λ′, allora anche P4 ∈ C, da cui la tesi.

Sia ψ : FO → FO′ l’isomorfismo proiettivo definito nell’Esercizio 4.23, punto
(a), relativamente alla conica C e ai punti O e O′. Pertanto ψ(ti) = si per i = 1, 2, 3.

O

P3

P4

s1
s2

t4

C

P1

t1

t2

s3

O′

P2

t3

s4

Figura 4.10. La Soluzione 3 dell’Esercizio 4.29
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Per l’invarianza del birapporto tramite isomorfismi proiettivi, si ha

β(t1, t2, t3, t4) = β(s1, s2, s3,ψ(t4)).

Dall’ipotesi λ = λ′, ossia β(t1, t2, t3, t4) = β(s1, s2, s3, s4), deduciamo dunque che
ψ(t4) = s4.

Per definizione, t4 ∩ ψ(t4) consta di un punto che appartiene a C. Ma P4 ∈
t4 ∩ s4 = t4 ∩ ψ(t4) e dunque P4 ∈ C.

Esercizio 4.30

Si consideri il fascio F delle coniche di P2(C) di equazione

λx1(x0 − x1 + x2) + μx2(2x0 − x1) = 0, [λ,μ] ∈ P1(C).

Sia P = [1, 3, 1] e sia r la retta x0−x1 = 0. Si verifichi che l’applicazione f : F → r
che associa a C ∈ F il punto polC(P) ∩ r è ben definita e che è un isomorfismo
proiettivo.

Soluzione La conica Cλ,μ del fascio è rappresentata dalla matrice

Aλ,μ =

⎛⎝ 0 λ 2μ
λ −2λ λ− μ
2μ λ− μ 0

⎞⎠ .

Poiché al variare di [λ,μ] in P1(C) il vettore Aλ,μ

⎛⎝ 1
3
1

⎞⎠ =

⎛⎝ 3λ+ 2μ
−4λ− μ
3λ− μ

⎞⎠ non

è mai il vettore nullo (in altre parole P non è singolare per nessuna conica del
fascio), allora polCλ,μ

(P) è una retta di equazione tPAλ,μX = 0 (cfr. 1.8.2). Inoltre

polCλ,μ
(P) 
= r per ogni [λ,μ] ∈ P1(C), per cui l’applicazione f è ben definita.

Con facili calcoli ricaviamo che le rette polCλ,μ
(P) e r si intersecano nel punto

f (P) = [3λ−μ, 3λ−μ,λ−μ]. Rispetto alle coordinate omogenee λ,μ suF e x0, x2

su r, l’applicazione è dunque rappresentata da f ([λ,μ]) = [3λ − μ,λ − μ]. Poiché

det
(

3 −1
1 −1

)

= 0, f è un isomorfismo proiettivo.

Esercizio 4.31

Sia C una conica non degenere di P2(C) e siano r una retta non tangente a C e s una
retta non passante per il polo R di r rispetto a C.

(a) Si verifichi che l’applicazione f : s → r che associa ad ogni punto P ∈ s il punto
polC(P) ∩ r è ben definita e che è un isomorfismo proiettivo.

(b) Nel caso s = r, si provi che f è un’involuzione diversa dall’identità e se ne
descrivano i punti fissi.
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Soluzione (a) Poiché R 
∈ s, per ogni P ∈ s si ha P 
= R e quindi polC(P) 
=
polC(R) = r; pertanto le rette polC(P) e r si intersecano in un unico punto e quindi
f è ben definita.

L’applicazione che associa ad ogni punto P ∈ s la retta polC(P) è la restrizione a
s dell’isomorfismo proiettivo polC : P2(C) → P2(C)∗ (cfr. 1.8.2). Tale restrizione è
dunque un isomorfismo proiettivo fra s e un sottospazio di dimensione 1 di P2(C)∗,
ossia un fascioF di rette diP2(C). Il fatto che f sia ben definita garantisce che la retta
r non appartiene al fascio. L’applicazione f coincide dunque con la composizione
dell’isomorfismo proiettivo polC |s : s → F con la parametrizzazione di F tramite
la trasversale r. Poiché tale parametrizzazione è un isomorfismo (cfr. Esercizio 2.32
e Nota successiva), anche f è un isomorfismo proiettivo.

(b) Quando s = r, per ogni P ∈ r si ha f (P) ∈ polC(P) e quindi, per reciprocità,
P ∈ polC(f (P)). Di conseguenza f (f (P)) = polC(f (P)) ∩ r = P e dunque f è
un’involuzione. Inoltre f (P) = P se e solo se la retta polC(P) passa per P stesso.
Ciò avviene se e solo se P sta sulla conica. Quindi il luogo dei punti fissi di f è r ∩C
e quindi, dato che r non è tangente a C, è vuoto oppure è costituito due punti. In ogni
caso f è diversa dall’identità.

Esercizio 4.32

Siano r ⊆ P2(C) una retta proiettiva e f : r → r un’involuzione diversa dall’identità.
Si mostri che esiste una conica non degenere C non tangente a r tale che f (P) =
polC(P) ∩ r per ogni P ∈ r.

Soluzione Poiché f è un’involuzione diversa dall’identità, f ha due punti fissi
A,B (cfr. Esercizio 2.23). Sia C una qualsiasi conica non degenere di P2(C) passante
per A e per B; in particolare tale conica non è tangente a r = L(A,B). Sia g : r → r
l’applicazione che associa ad ogni punto P ∈ r il punto polC(P) ∩ r; per quanto
provato nell’Esercizio 4.31 l’applicazioneg è un’involuzionedi r diversa dall’identità
che fissa A e B. Poiché esiste un’unica involuzione di r diversa dall’identità che ha
A e B come punti fissi (cfr. Esercizio 2.24), allora f = g, da cui la tesi.

Esercizio 4.33

Sia C una conica non degenere diP2(C) e sia P ∈ P2(C) un punto che non appartiene
a C. Sia f : P2(C)→ P2(C) una proiettività tale che per ogni retta s passante per P
si ha f (s ∩ C) = s ∩ C. Si dimostri che P è un punto fisso di f e che la restrizione di
f alla polare di P rispetto a C è l’identità.

Soluzione Dal punto P escono due tangenti r1, r2 a C che intersecano la conica
rispettivamente nei punti A e B. Ogni retta s passante per P e non tangente a C
interseca la conica in due punti distinti; poiché per ipotesi tali punti o sono fissi o
vengono scambiati fra loro da f , la retta s che li congiunge è invariante per f . Prese
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quindi due rette s1, s2 passanti per P e non tangenti a C, si ha f (s1) = s1, f (s2) = s2
e quindi f (P) = f (s1 ∩ s2) = s1 ∩ s2 = P.

Applicando l’ipotesi alle rette r1, r2 otteniamo che anche i punti di tangenza A
e B sono fissi per f ; in particolare la retta polC(P) = L(A,B) è f -invariante. Se R
è un qualsiasi punto su polC(P) diverso da A e da B, si ha R = polC(P) ∩ L(P,R);
siccome sia polC(P) sia L(P,R) sono f -invarianti, di conseguenza f (R) = R.

Esercizio 4.34

Sia C una conica non degenere di P2(K), siano P1,P2,P3,P4 punti distinti di C e
per ogni i 
= j sia sij = L(Pi,Pj ). Si mostri che i punti A = s12 ∩ s34, B = s13 ∩ s24,
C = s14 ∩ s23 sono vertici di un triangolo autopolare per C.

E Soluzione 1 Poiché A, B e C assumono un ruolo perfettamente simmetrico nel-
l’enunciato, è sufficiente dimostrare che polC(A) = L(B,C).

Visto che C è non degenere, i punti distinti P1,P2,P3,P4 sono in posizione
generale. Sia dunque f l’unica proiettività di P2(C) tale che

f (P1) = P2, f (P2) = P1, f (P3) = P4, f (P4) = P3.

Le rette L(P1,P2) e L(P3,P4) risultano f -invarianti, per cui A è fisso per f
(cfr. Fig. 4.11). Inoltre f (B) = f (L(P1,P3)∩L(P2,P4)) = L(P2,P4)∩L(P1,P3) =
B, ossia anche B è fisso per f . Ragionando in modo del tutto analogo si prova che
anche f (C) = C. Di conseguenza la retta L(B,C) è invariante per f .

Più precisamente vediamo che L(B,C) è una retta di punti fissi. Infatti i punti
M = L(B,C) ∩ L(P1,P2) e N = L(B,C) ∩ L(P3,P4), in quanto ottenuti come
intersezione di rette invarianti, sono punti fissi per f . Si verifica inoltre facilmente

P1

P2

P3

C

A

N

C

B

P4

M

Figura 4.11. I punti A,B,C sono vertici di un triangolo autopolare per C
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che i punti B,C,M ,N sono distinti, per cui la restrizione di f a L(B,C), essendo una
proiettività di tale retta con quattro punti fissi, è l’identità di L(B,C).

Poiché i punti in posizione generaleP1,P2,P3,P4 sonofissi per f 2, allora f 2 = Id.
Inoltre, per l’Esercizio 4.25, f (C) = C. Dunque, per il punto (a) dell’Esercizio 4.14,
il luogo dei punti fissi di f è l’unione di una retta non tangente a C e del polo di tale
retta. Ne segue allora che il punto fisso A è il polo della retta di punti fissi L(B,C),
ossia polC(A) = L(B,C), come voluto.

E Soluzione 2 Come osservato all’inizio della Soluzione (1), è sufficiente dimostra-
re che polC(A) = L(B,C).

La conica C appartiene al fascio di coniche generato dalle coniche degeneri
D1 = s12 + s34 eD2 = s13 + s24. Se tXM 1X = 0 è un’equazione diD1 e tXM 2X = 0
è un’equazione diD2, allora esistono λ,μ ∈ C non entrambi nulli tali che tX (λM 1 +
μM 2)X = 0 è un’equazione di C. Poiché A è singolare per D1 si ha che M 1A =
0; similmente, poiché B è singolare per D2 si ha che M2B = 0. Di conseguenza
tA(λM 1 + μM 2)B = λ tAM1B + μ tAM 2B = 0, il che prova che B ∈ polC(A).
Ragionando in modo analogo con le coniche D1 e D3 = s14 + s23 (avente C come
punto singolare), si prova che C ∈ polC(A) e dunque polC(A) = L(B,C).

Soluzione 3 Dato che C è non degenere i punti P1,P2,P3,P4 sono in posizio-
ne generale e formano quindi un riferimento proiettivo. Nel sistema di coordinate
omogenee associato a tale riferimento C è definita da un’equazione della forma
x0x1 + ax1x2 − (1 + a)x0x2 = 0, con a ∈ K \ {0,−1}, ed è quindi rappresentata

dalla matrice

⎛⎝ 0 1 −1− a
1 0 a

−1− a a 0

⎞⎠. Si ha inoltre A = [1, 1, 0], B = [1, 0, 1]

e C = [0, 1, 1]. È immediato ora verificare che i punti A, B e C sono a due a due
coniugati rispetto a C, ossia formano un triangolo autopolare.

Esercizio 4.35

Sia C una conica non degenere di P2(K) e sia A un punto non appartenente a C.
Siano r1 e r2 rette distinte passanti per A e secanti a C. Siano C ∩ r1 = {P1,P2} e
C ∩ r2 = {P3,P4}. Se S1 è il polo di L(P1,P3) e S2 è il polo di L(P2,P4) rispetto a
C, si provi che A, S1, S2 sono allineati.

E Soluzione 1 Sia B = L(P1,P3)∩L(P2,P4). Per l’Esercizio 4.34 (cfr. Fig. 4.11), i
punti A e B sono due vertici di un triangolo autopolare per C; pertanto A ∈ polC(B).

Poiché B ∈ L(P1,P3), per reciprocità S1 ∈ polC(B); analogamente S2 ∈
polC(B). Dunque polC(B) = L(S1, S2). D’altronde abbiamo già provato che anche
A appartiene a polC(B) = L(S1, S2), per cui A, S1, S2 sono allineati.
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Soluzione 2 Dato che C è non degenere i punti P1,P2,P3,P4 sono in posizio-
ne generale e formano quindi un riferimento proiettivo. Nel sistema di coordinate
omogenee associato a tale riferimento C è definita da un’equazione della forma
x0x1 +ax1x2− (1+a)x0x2 = 0, con a ∈ K\{0,−1} ed è quindi rappresentata dal-

la matrice

⎛⎝ 0 1 −1− a
1 0 a

−1− a a 0

⎞⎠. Inoltre L(P1,P3) ha equazione x1 = 0,

L(P2,P4) ha equazione x0 − x2 = 0 e A = [1, 1, 0]. Con facili calcoli si ottiene
S1 = [a, 1 + a, 1] e S2 = [a, a − 1,−1] e si verifica che A, S1e S2 appartengono alla
retta di equazione x0 − x1 + x2 = 0, e perciò sono allineati.

Esercizio 4.36

Dato un fascio di conicheF di P2(C) che contiene almeno una conica non degenere,
si mostri che le seguenti condizioni sono equivalenti:

(i) esistono Q1,Q2,Q3 ∈ P2(C) che formano un triangolo autopolare per ogni
conica di F ;

(ii) il luogo dei punti base di F consta di quattro punti distinti oppure di due punti
ciascuno contato due volte (cfr. 1.9.7).

Soluzione Osserviamo innanzi tutto che due punti P,Q ∈ P2(C) sono coniugati
rispetto a ogni conica C ∈ F se e solo se sono coniugati rispetto a due coniche distinte
C1 e C2 di F . Infatti se Ai, i = 1, 2, è una matrice simmetrica che rappresenta Ci,
i punti P e Q sono coniugati rispetto a Ci se e solo se tPAiQ = 0 per i = 1, 2, e
dunque se e solo se tP(λA1 + μA2)Q = 0 per ogni [λ,μ] ∈ P1(C).

Di conseguenza tre punti del piano sono vertici di un triangolo autopolare per
ogni conica di F se e solo se lo sono per almeno due coniche del fascio.

Mostriamo ora che la condizione (ii) implica la condizione (i), esaminando sepa-
ratamente il caso in cui F abbia quattro punti base distinti ed il caso in cui F abbia
due punti base ciascuno contato due volte.

Se F ha quattro punti base distinti P1,P2,P3,P4, allora per l’Esercizio 4.34 i
punti Q1 = L(P1,P2)∩L(P3,P4), Q2 = L(P1,P3)∩L(P2,P4) e Q3 = L(P1,P4)∩
L(P2,P3) sono vertici di un triangolo autopolare per ogni conica non degenere di F
e quindi per infinite coniche di F . Allora per l’osservazione precedente Q1,Q2,Q3

sono vertici di un triangolo autopolare per ogni conica di F .
Se F ha due punti base P1 e P2 ciascuno contato due volte, allora indichiamo

con C1 ∈ F la conica singolare 2L(P1,P2) e con C2 ∈ F una qualunque conica non
degenere.

Sia Q1 il polo rispetto a C2 della retta L(P1,P2). Poiché L(P1,P2) interseca C2
nei due punti distinti P1 e P2, il punto Q1 non appartiene a C2. Allora (cfr. 1.8.4
o Esercizio 4.51) esistono Q2,Q3 ∈ P2(C) tali che Q1,Q2,Q3 sono i vertici di
un triangolo autopolare per C2. Per reciprocità si ha che Q2,Q3 ∈ polC2(Q1) =
L(P1,P2). Quindi i punti Q2 e Q3 sono entrambi singolari per C1, e dunque coniugati
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a ogni altro punto del piano rispetto a C1. Allora Q1,Q2,Q3 sono i vertici di un
triangolo autopolare sia per C1 che per C2 e dunque per ogni conica C ∈ F .

Supponiamo ora che siano dati Q1,Q2,Q3 come in (i) e mostriamo che vale
la condizione (ii). In un sistema di coordinate omogenee x0, x1, x2 in cui Q1, Q2,
Q3 sono i punti coordinati, una conica C ∈ F è data da un’equazione della forma
ax2

0 + bx2
0 + cx2

1 = 0, dove a, b, c ∈ C non sono tutti nulli. Osserviamo che C è
non degenere se e solo se abc 
= 0. Poiché per ipotesi F contiene una conica non
degenere, a meno di riscalare le coordinate possiamo supporre che F contenga la
conica C1 di equazione x2

0 + x2
1 + x2

2 = 0. Se C2 ∈ F è una conica degenere, a meno
di permutare le coordinate possiamo supporre che C2 abbia equazione x2

0 + dx2
1 = 0

per qualche d ∈ C. È immediato ora verificare che C1∩C2 è formato da quattro punti
distinti se d 
= 0, 1 e da due punti di molteplicità 2 se d = 0 o 1.

Nota. Nel caso di un fascio F di coniche di P2(R), una condizione sufficiente per
l’esistenza di un triangolo autopolare per tutte le coniche di F è che F contenga una
conica C1 non degenere e vuota. Infatti se A1 è una matrice simmetrica associata a C1,
possiamo supporre che A1 sia definita positiva. Se C2 ∈ F è una conica distinta da
C1 e rappresentata da una matrice simmetrica A2, per il Teorema spettrale esiste un
cambiamento di coordinate omogenee su P2(R) che diagonalizza simultaneamente
A1 e A2. I punti coordinati di un tale riferimento proiettivo sono perciò i vertici di
un triangolo autopolare per tutte le coniche di F .

Notiamo che, poiché C1 è vuota, l’insieme dei punti di intersezione di (C1)C e
(C2)C in P2(C) è formato da una o due coppie di punti coniugati (cfr. 1.9.7), ed il
fascio di coniche proiettive complesse generato da (C1)C e (C2)C verifica pertanto la
condizione (ii) del testo.

Esercizio 4.37

Siano C e D due coniche non degeneri distinte di P2(K) e si denoti con F il fascio
di coniche generato da C eD. Per ogni P ∈ P2(K) si ponga f (P) = Q se polC(P) =
polD(Q).

(a) Si dimostri che f definisce una proiettività di P2(K).
(b) Si dimostri che P è un punto fisso per f se e solo se P è singolare per una conica

del fascio F .
(c) Quali configurazioni di punti in P2(K) possono coincidere con il luogo dei punti

fissi di f ?

Soluzione (a) Siano tXAX = 0 e tXBX = 0 equazioni rispettivamente di C e
D, con A,B matrici simmetriche di ordine 3 invertibili. Poiché la retta polC(P) ha
equazione tPAX = 0, si avrà che polC(P) = polD(Q) se e solo se esiste α ∈ C\{0}
tale che BQ = αAP, ossia f (P) = Q = αB−1AP. Visto che la matrice B−1A è
invertibile, f è ben definita ed è una proiettività.
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(b) Se P è un punto fisso per f , esiste α ∈ C \ {0} tale che P = αB−1AP, ossia
(B − αA)P = 0. Allora P è punto singolare per la conica tX (B − αA)X = 0 del
fascio F .

Viceversa, se P è singolare per qualche conica del fascio, necessariamente tale
conica è diversa da C e daD, visto che ciascuna di queste due coniche è non degenere
e quindi non singolare. Dunque la conica aventeP come punto singolare ha equazione
di tipo tX (B − αA)X = 0 per qualche α 
= 0. Si ha allora (B − αA)P = 0, ossia
P = αB−1AP, per cui P è un punto fisso per f .

(c) Osserviamo preliminarmente che, per quanto dimostrato nell’Esercizio 2.44,
il luogo dei punti fissi di f può coincidere con un insieme finito di 1,2 o 3 punti,
oppure con una retta, oppure con l’unione di una retta ed un punto non apparte-
nente alla retta. Dimostreremo ora che ciascuna di queste possibilità può in ef-
fetti essere realizzata per un’opportuna scelta delle coniche C e D, considerando
separatamente vari casi a seconda del numero e della natura dei punti base di F
(cfr. 1.9.7).

Se F ha 4 punti base, allora F contiene esattamente 3 coniche degeneri, ognuna
delle quali ha esattamente un punto singolare. Inoltre, i punti singolari di tali coniche
sono distinti, per cui, per quanto visto in (b), in questo caso f ha esattamente 3 punti
fissi.

Se invece vogliamo che f abbia esattamente 2 punti fissi, basta prendere come
C una conica non degenere passante per tre punti indipendenti P1,P2,P3, porre
D′ = L(P1,P2) + L(P1,P3) e scegliere come D una qualsiasi conica (ovviamente
distinta da C) non degenere appartenente al fascio F generato da C e D′. In questo
caso P1,P2,P3 sono i punti base del fascio, tutte le coniche di F sono tangenti in P1

ad una stessa retta r e F contiene due coniche degeneri: una è D′, l’altra è la conica
r + L(P2,P3). Dunque i punti fissi di f sono P1 e r ∩ L(P2,P3).

Per ottenere un solo punto fisso procediamo come segue. Siano C una conica non
degenere,A,B punti distinti di C e tA la tangente a C inA. Siano poiD′ = tA +L(A,B)
e D 
= C una conica non degenere del fascio F generato da C e da D′. In tal caso
l’unica conica degenere di F è D′, per cui A è l’unico punto fisso di f .

Siano ora C una conica non degenere e tA la tangente a C in un punto A ∈ C, e
siaF il fascio generato da C e 2tA . L’unica conica degenere diF è 2tA , il cui insieme
di punti singolari coincide con tA . Per ottenere una retta di punti fissi per f è dunque
sufficiente scegliere come D una qualsiasi conica non degenere di F diversa da C.

Infine, dati A,B,C ∈ P2(C) non allineati, sia F il fascio generato da C′ =
L(A,B) + L(A,C) eD′ = 2L(B,C). Allora C′ eD′ sono le sole coniche degeneri di
F , per cui se C eD sono due coniche di F distinte e non degeneri allora il luogo dei
punti fissi di f coincide con L(B,C) ∪ {A}.

Abbiamo cosı̀ dimostrato che tutte le configurazioni elencate all’inizio della
soluzione di (c) sono in effetti realizzabili come luogo di punti fissi di f .
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Esercizio 4.38

Siano A,B,C punti diP2(K) in posizione generale. Data una proiettività f : P2(K) →
P2(K) tale che f (A) = B, f (B) = C e f (C) = A, si dimostri che:

(a) Non esiste una retta r di P2(K) tale che f (P) = P per ogni P ∈ r.
(b) Si ha f 3 = Id.
(c) Esiste almeno una conica Q non degenere passante per A,B,C e tale che

f (Q) = Q.

Soluzione (a) Dalle ipotesi abbiamo che

f (L(A,B)) = L(B,C), f (L(B,C)) = L(A,C), f (L(A,C)) = L(A,B). (4.1)

Se esistesse una retta r di punti fissi per f , tale retta non conterrebbe né A, né B, né C.
Se denotiamo con D il punto di intersezione fra L(A,B) e r, allora dovrebbe essere
f (D) = D perché D ∈ r. Poiché D = f (D) ∈ f (L(A,B)) = L(B,C) e D 
= B, si
avrebbe un assurdo.

(b) Sia R un punto fisso per f (tale punto esiste per tutte le proiettività di P2(K),
cfr. 1.2.5). Per quanto osservato nella soluzione di (a), tale punto non può appartenere
né a L(A,B), né a L(B,C), né a L(A,C). Allora i punti A,B,C,R sono in posizione
generale; poiché risultano fissi per f 3, si ha f 3 = Id.

(c) L’insiemeW delle coniche passanti per A,B,C è un sistema lineare di dimen-
sione 2 ed è quindi proiettivamente isomorfo a P2(K). La mappa f trasforma ogni
conica diW in una conica diW e anzi agisce sullo spazio proiettivoW come una
proiettività (cfr. 1.9.5).Allora esiste inW un punto fisso per f , cioè una conicaQ tale
che f (Q) = Q. Necessariamente Q è non degenere; se infatti essa fosse degenere,
dovrebbe contenere come componente irriducibile una retta passante per due dei
punti A,B,C, ma allora per (4.1) dovrebbe contenere le tre rette L(A,B), L(B,C) e
L(A,C), il che è assurdo.

Esercizio 4.39

Sia C una conica non degenere di P2(K) e siano A e B ∈ C punti distinti; siano r1

la retta tangente a C in A, r2 la retta tangente a C in B e R = r1 ∩ r2.

(a) Si mostri che per ogni X ∈ r1 \ {A} esiste esattamente una retta rX passante
per X , tangente a C e diversa da r1.

(b) Sia ψ : r1 → r2 l’applicazione definita da
(i) ψ(A) = R;
(ii) ψ(R) = B;
(iii) ψ(X ) = rX ∩ r2 per ogni X ∈ r1 \ {A}.
Si dimostri che ψ è un isomorfismo proiettivo.
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Soluzione (a) Sia X ∈ r1, X 
= A. Per reciprocità A appartiene a polC(X ), quindi
polC(X )∩C 
= ∅. Inoltre polC(X ) non è tangente a C poiché X /∈ C, quindi polC(X )
interseca C, oltre che in A, in un secondo punto PX tale che la retta rX tangente a C
in PX passa per X . Dato che per un punto di P2(K) passano al più due rette tangenti
a una conica non degenere, le rette tangenti a C e passanti per X sono esattamente r1
e rX . (Si noti che per X = R si ha PX = B e rX = r2 per costruzione).

(b) Poiché per costruzione i punti A, B e R non sono allineati, è possibile fissare
in P2(K) un sistema di coordinate omogenee rispetto al quale si abbia A = [1, 0, 0],
B = [0, 1, 0], R = [0, 0, 1]. Di conseguenza r1 ha equazione x1 = 0 e r2 ha equazione
x0 = 0. Imponendo che la conica passi per A e per B e che la polare di R sia la
retta L(A,B) = {x2 = 0}, vediamo che C ha equazione tXMX = 0 con M di
tipo

M =

⎛⎝ 0 a 0
a 0 0
0 0 b

⎞⎠ ,

con a, b ∈ K \ {0}.
Sia X = [y0, 0, y2] ∈ r1 \ {R,A} (e dunque y0 
= 0 e y2 
= 0). Il punto PX

in cui la retta rX è tangente a C è il punto diverso da A in cui la retta polC(X )
interseca la conica. Poiché polC(X ) ha equazione y0ax1 + y2bx2 = 0, risulta che PX

ha coordinate [ay2
0,−2by2

2, 2ay0y2]. Pertanto la retta rX = L(X ,PX ) ha equazione

det

⎛⎝ y0 ay2
0 x0

0 −2by2
2 x1

y2 2ay0y2 x2

⎞⎠ = 0 ossia 2by2
2x0 − ay2

0x1 − 2by0y2x2 = 0.

Di conseguenza ψ(X ) = rX ∩ r2 = [0, 2by2,−ay0].
Rispetto al sistema di coordinate x0, x2 indotto su r1 e al sistema di coordinate

x1, x2 indotto su r2, si ha che ψ([y0, y2]) = [2by2,−ay0] e dunque la restrizione di
ψ a r1 \ {R,A} coincide con la restrizione a r1 \ {R,A} dell’isomorfismo proiettivo

f : r1 → r2 indotto dalla matrice invertibile

(
0 2b
−a 0

)
. D’altra parte si verifica

subito che f (A) = R e f (R) = B, per cui f coincide con ψ e dunque anche ψ è un
isomorfismo proiettivo.

Nota. Si osservi che l’enunciato dell’esercizio precedente è l’enunciato duale del
punto (a) dell’Esercizio 4.23.

Esercizio 4.40

SiaL un sistema lineare di coniche di P2(C) di dimensione 2 contenente almeno una
conica non degenere. Si dimostri che

B(L) = {P ∈ P2(C) | P ∈ C ∀C ∈ L}

è un insieme finito contenente al più 3 punti.
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Soluzione Siano [F1], [F2], [F3] tre coniche linearmente indipendenti del sistema
lineare L, cosı̀ che ogni conica di L ha equazione aF1 +bF2 + cF3 = 0 al variare di
[a, b, c] in P2(C). Visto che L contiene almeno una conica non degenere, possiamo
supporre che la conica [F1] sia non degenere.

Se P ∈ B(L), in particolare P appartiene al supporto delle coniche [F1] e [F2].
Poiché [F1] è non degenere, [F1] e [F2] si incontrano in al più 4 punti (cfr. 1.9.7) e
dunque B(L) è un insieme finito contenente al più 4 punti. D’altra parte, se B(L)
fosse costituito da 4 punti, tali punti sarebbero in posizione generale, per cui B(L)
coinciderebbe con l’insieme dei punti base del fascio di conicheF generato da [F1] e
[F2] (cfr. 1.9.7) e dunque la conica [F3], passando dal luogo base diF , apparterrebbe
al fascio.Ma allora il sistema lineareL coinciderebbe con il fascioF , contro l’ipotesi
che esso abbia dimensione 2.

K Esercizio 4.41 (Teorema di Pappo-Pascal)

Sia C una conica non degenere di P2(K) e siano P1,P2,P3,Q1,Q2,Q3 punti distinti
di C. Si dimostri che i punti R1 = L(P3,Q2) ∩ L(P2,Q3), R2 = L(P1,Q3) ∩
L(P3,Q1), R3 = L(P2,Q1) ∩ L(P1,Q2) sono allineati.

Soluzione 1 Consideriamo i punti A = L(P1,Q3)∩L(P3,Q2) e B = L(P1,Q2)∩
L(P3,Q1) (cfr. Fig. 4.12). Come visto nell’Esercizio 4.23, calcoliamo il birapporto
dei punti P3,P2,P1,Q2 sulla conica come il birapporto delle rette che congiungono
i quattro punti con Q3. Considerando le intersezioni delle quattro rette con la retta
L(P3,Q2), otteniamo che

β(P3,P2,P1,Q2) = β(P3,R1,A,Q2).

Calcolando invece il birapporto di P3,P2,P1,Q2 come il birapporto delle rette che
congiungono i quattro punti con Q1 e considerando le intersezioni di tali rette con la

Q3

R1

P2

P3

R2

B

Q2

Q1

P1

A

R3

Figura 4.12. Il Teorema di Pappo-Pascal
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retta L(P1,Q2), otteniamo che

β(P3,P2,P1,Q2) = β(B,R3,P1,Q2).

Allora β(P3,R1,A,Q2) = β(B,R3,P1,Q2), per cui esiste un isomorfismo proiettivo
f : L(P3,Q2) → L(P1,Q2) tale che

f (P3) = B, f (R1) = R3, f (A) = P1, f (Q2) = Q2.

Poiché Q2 è fisso per f , allora f è la prospettività avente come centro di proiezione
il punto L(P3,B)∩ L(A,P1) = R2 (cfr. Esercizio 2.31). Visto che la prospettività di
centro R2 trasforma R1 in R3, i punti R1,R2,R3 sono allineati.

Soluzione 2 Le cubiche D1 = L(P1,Q3) + L(P2,Q1) + L(P3,Q2) e D2 =
L(P1,Q2)+L(P2,Q3)+L(P3,Q1) si intersecano nei nove punti P1, P2, P3, Q1, Q2,
Q3, R1, R2, R3. I primi otto di tali punti appartengono alla cubicaD = C+L(R1,R2).
Per l’Esercizio 3.59, la cubica D deve passare anche per il punto R3. Poiché R3 non
può appartenere alla conica irriducibile C, allora R3 ∈ L(R1,R2), da cui la tesi.

Soluzione 3 Le cubiche D1 = L(P1,Q3) + L(P2,Q1) + L(P3,Q2) e D2 =
L(P1,Q2) + L(P2,Q3) + L(P3,Q1) si intersecano nei nove punti P1, P2, P3, Q1,
Q2, Q3, R1, R2, R3. I primi sei di tali punti appartengono alla conica irriducibile C,
per cui per l’Esercizio 3.54 i rimanenti punti R1,R2 e R3 appartengono ad una curva
di grado 3− 2 = 1, ovvero ad una retta.

Nota. Se nell’enunciato del Teorema di Pappo–Pascal si considera, anziché una
conica non degenere C, una conica riducibile unione di due rette, si ha il teorema di
Pappo (cfr. Esercizio 2.13).

Esercizio 4.42

Sia C una conica non degenere di P2(K), siano A,B,C i vertici di un triangolo
autopolare per C e sia r una retta passante per A che interseca C in due punti distinti
P e Q. Si mostri che L(B,P) 
= L(C,Q), e che L(B,P) ∩ L(C,Q) ∈ C.

E Soluzione 1 Se si avesse L(B,P) = L(C,Q), i punti B,C giacerebbero su r, per
cui A,B,C sarebbero allineati, contro l’ipotesi che siano i vertici di un triangolo
autopolare per C. Dunque L(B,P) 
= L(C,Q).

Per mostrare che L(B,P) ∩ L(C,Q) ∈ C cominciamo ad analizzare i casi r =
L(A,B) e r = L(A,C). Se r = L(A,B) allora Q ∈ L(B,P), per cui L(B,P) ∩
L(C,Q) = Q ∈ C. Analogamente se r = L(A,C) si ha L(B,P)∩ L(C,Q) = P ∈ C.

Possiamo dunque supporre B 
∈ r e C 
∈ r. Se L(B,P) fosse tangente a C si
avrebbe P ∈ polC(B) = L(A,C), da cui C ∈ L(A,P) = r, contro l’assunzione
appena fatta. In modo analogo si dimostra che L(B,Q) non è tangente a C. Sono
dunque ben definiti i puntiR, S tali che {R} = (L(B,P)∩C)\{P}, {S} = (L(B,Q)∩
C) \ {Q} (cfr. Fig. 4.13). Poiché r 
= L(A,B), si ha R 
= Q, S 
= P, ed inoltre dal
fatto che B 
∈ C è facile dedurre che R 
= S. Dunque P,Q,R, S sono distinti.
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Figura 4.13. La configurazione descritta nell’Esercizio 4.42

Per quanto dimostrato nell’Esercizio 4.34, i punti A′ = L(P,Q) ∩ L(R, S) =
r ∩ L(R, S), C′ = L(P, S) ∩ L(Q,R) formano insieme a B = L(P,R) ∩ L(Q, S) i
vertici di un triangolo autopolare per C. Notiamo che A e A′ giacciono entrambi sia
su r sia su polC(B). Inoltre polC(B) 
= r in quanto C ∈ polC(B), C 
∈ r. Ne segue
che A = A′, da cui C = polC(A) ∩ polC(B) = polC(A′) ∩ polC(B) = C′. Si ha
dunque L(C,Q) = L(C′,Q) = L(R,Q), per cui L(B,R) ∩ L(C,Q) = R ∈ C, come
voluto.

Soluzione 2 Come osservato all’inizio della Soluzione (1), i casi in cui r =
L(A,B) o r = L(A,C) si prestano ad una facile analisi separata. Supponiamo dunque
B 
∈ r e C 
∈ r.

Poiché r non è tangente a C, è immediato verificare che i punti A,B,C,P formano
allora un sistema di riferimento proiettivo di P2(K). Siano x0, x1, x2 le coordinate
omogenee indotte da tale riferimento. Visto che A,B,C sono i vertici di un triangolo
autopolare per C, l’equazione di C è della forma F(x0, x1, x2) = x2

0 +ax2
1 +bx2

2 = 0
con ab 
= 0. Inoltre da P ∈ C si deduce b = −1 − a, per cui F(x0, x1, x2) =
x2
0 + ax2

1 − (1 + a)x2
2. La retta r = L(A,P) ha equazione x1 = x2, per cui è

facile verificare che Q = [1,−1,−1]. Dunque L(C,Q) e L(B,P) hanno equazione
rispettivamente x0+x1 = 0 e x0 = x2. Ne segue che L(B,P)∩L(C,Q) = [1,−1, 1],
che appartiene effettivamente a C.

Esercizio 4.43 (Teorema di Chasles)

Sia C una conica non degenere di P2(K), e siano P1,P2,P3 punti distinti di P2(K)
tali che polC(Pi) 
= L(Pj ,Pk) se {i, j , k} = {1, 2, 3}. Per i ∈ {1, 2, 3} sia Ti =
polC(Pi) ∩ L(Pj ,Pk), dove {i, j , k} = {1, 2, 3}. Si mostri che T 1,T 2,T 3 sono
allineati.
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Soluzione Se P1,P2,P3 giacciono su una stessa retta r si ha ovviamente {T 1,T 2,
T 3} ⊆ r, da cui la tesi. Possiamo dunque supporre che i Pi siano in posizione
generale, e fissare coordinate omogenee suP2(K) in modo che si abbiaP1 = [1, 0, 0],
P2 = [0, 1, 0], P3 = [0, 0, 1].

Sia M una matrice simmetrica che rappresenta C rispetto alle coordinate ap-
pena fissate, ed indichiamo con mi,j l’elemento di M sulla i-esima riga e sulla
j -esima colonna. La retta L(P2,P3) ha equazione x0 = 0, mentre polC(P1) ha
equazione m1,1x0 + m1,2x1 + m1,3x2 = 0 (con m1,2, m1,3 non entrambi nulli in
quanto polC(P1) 
= L(P2,P3)). Dunque T 1 = [0,m1,3,−m1,2]. Analogamente si ha
T 2 = [m2,3, 0,−m2,1] = [m2,3, 0,−m1,2], e T 3 = [m3,2,−m3,1, 0] = [m2,3,−m1,3, 0].
Poiché (0,m1,3,−m1,2) − (m2,3, 0,−m1,2) + (m2,3,−m1,3, 0) = (0, 0, 0), i punti
T 1,T 2,T 3 sono allineati.

Nota. Nel caso in cui i punti P1,P2,P3 giacciono su C, la retta polC(Pi) è la tangente
a C in Pi. Se Q1,Q2,Q3 sono punti di C tali che P1,P2,P3,Q1,Q2,Q3 sono distinti,
la retta polC(P1) può essere vista come il limite della retta L(P1,Q2) quando Q2

tende a P1. Similmente polC(P2) (risp. polC(P3)) è il limite della retta L(P2,Q3)
(risp. L(P3,Q1)) quando Q3 tende a P2 (risp. quando Q1 tende a P3). Pertanto i
punti T 1,T 2,T 3 si ottengono rispettivamente come limite dei punti L(P1,Q2) ∩
L(P2,Q1), L(P2,Q3)∩L(P3,Q2), L(P3,Q1)∩L(P1,Q3). La tesi dell’esercizio
può dunque essere considerata una “versione limite” del Teorema di Pappo-Pascal
(cfr. Esercizio 4.41).

Esercizio 4.44 (Costruzione di Steiner)

Siano A e B due punti distinti di P2(K), sia l = L(A,B) e sia FA (risp. FB) il fascio
di rette di centro A (risp. B). Sia f : FA → FB un isomorfismo proiettivo tale che
f (l) 
= l. Si provi che Q = {r ∩ f (r) | r ∈ FA} è il supporto di una conica non
degenere passante per A con tangente f −1(l) e per B con tangente f (l).

E Soluzione 1 Le coniche passanti per A con tangente f −1(l) e passanti per B con
tangente f (l) costituiscono un fascio G (cfr. Esercizio 4.6).

Sia s ∈ FA una retta diversa da l e da f −1(l), e sia P = s ∩ f (s) ∈ Q. È facile
verificare che A,B,P sono in posizione generale, che P 
∈ f −1(l) e che P 
∈ f (l).
Dunque esiste un’unica conica C nel fascio G passante per P e tale conica è non
degenere. Per provare la tesi è sufficiente provare che Q = C.

Si consideri l’applicazione ψ : FA → FB definita da ψ(f −1(l)) = l, ψ(l) = f (l)
e, se r ∈ FA \ {l, f −1(l), ψ(r) = L(B,Q), dove Q è l’intersezione di r con C diversa
da A. Per quanto dimostrato nell’Esercizio 4.23, ψ è un isomorfismo proiettivo e
{r ∩ ψ(r) | r ∈ FA} = C.

Per costruzione si ha inoltre ψ(f −1(l)) = l = f (f −1(l)), ψ(l) = f (l), ψ(s) =
f (s). Poiché ψ e f coincidono su tre elementi distinti di FA , si deduce che ψ = f .
Pertanto Q = {r ∩ ψ(r) | r ∈ FA} = C, come voluto.
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Soluzione 2 Se C = f −1(l) ∩ f (l), è facile verificare che i punti A,B,C sono
in posizione generale. Fissiamo allora su P2(K) coordinate tali che A = [1, 0, 0],
B = [0, 1, 0], C = [0, 0, 1]. Sul fascio FA (rispettivamente FB) sono allora indotte
coordinate omogenee tali che la retta ax 1+bx2 = 0 (rispettivamente cx0+dx2 = 0)
abbia coordinate [a, b] (rispettivamente [c, d ]).

Per costruzione le rette l, f −1(l) hanno in FA coordinate [0, 1], [1, 0] rispettiva-
mente, mentre le rette l, f (l) hanno in FB coordinate [0, 1], [1, 0] rispettivamente.

Dunque f nelle coordinate scelte può essere rappresentata da M =
(

0 λ
1 0

)
per

qualche λ ∈ K∗. Perciò, se r ∈ FA è la generica retta di equazione ax1+bx2 = 0, al-
lora la retta f (r) ha equazione λbx0+ax2 = 0. Ne segue r∩ f (r) = [a2,λb2,−λab],
per cui Q = {[a2,λb2,−λab] | [a, b] ∈ P1(K)}.

Poiché λ(a2)(λb2) = (−λab)2, l’insieme Q è contenuto nel supporto della
conica C di equazione F(x0, x1, x2) = λx0x1− x2

2 = 0. Inoltre, se T = [y0, y1, y2] ∈
C si possono verificare i seguenti casi:

(i) se y2 = 0, si ha T = [1, 0, 0] = A = f −1(l) ∩ f (f −1(l)) ∈ Q oppure T =
[0, 1, 0] = B = l ∩ f (l) ∈ Q;

(ii) se y2 
= 0, allora y0 
= 0 e, se a 
= 0 è tale che a2 = y0 e b = − y2
λa , allora

T = [a2,λb2,−λab] ∈ Q.

Si ha dunque C ⊆ Q, per cui Q = C.
Per concludere è ora sufficiente osservare che C è non degenere, e che∇F(1, 0, 0)

= (0,λ, 0),∇F(0, 1, 0) = (λ, 0, 0), per cui le tangenti a C inA,B sono effettivamente
f −1(l) e f (l).

Nota. Il punto (c) dell’Esercizio 2.43 considera il caso in cui la retta l è invariante
per l’isomorfismo f ; in tal caso l’insieme Q è ancora una conica ma degenere.

K Esercizio 4.45

Siano C una conica non degenere di P2(C) e f una proiettività di P2(C) tale che
f (C) = C. Si mostri che esiste P ∈ C tale che f (P) = P.

Soluzione Per quanto visto in 1.2.5, esiste un puntoQ ∈ P2(C) tale che f (Q) = Q.
Se Q ∈ C abbiamo la tesi, per cui possiamo supporre Q 
∈ C. La proiettività f induce
una proiettività del fascio FQ di centro Q, e tale proiettività, essendo FQ uno spazio
proiettivo complesso, ammette a sua volta un punto fisso. Esiste pertanto una retta
r ∈ FQ tale che f (r) = r. Se r è tangente a C, detto P il punto di intersezione tra r
e C si ha f (P) = f (C ∩ r) = C ∩ r = P, da cui la tesi.

Supponiamo perciò che r intersechi C in due punti distinti A,B. Si ha allora
f ({A,B}) = f (C ∩ r) = C ∩ r = {A,B}, per cui f (A) = A e f (B) = B, oppure
f (A) = B e f (B) = A. In ogni caso si ha f 2(A) = A e f 2(B) = B. Sia ora s = polC(Q)
e siano C,D i punti di intersezione tra s e C (tali punti sono distinti in quanto Q 
∈ C).
Poiché f (C) = C e f (Q) = Q, si ha f (s) = s per cui ragionando come sopra si ottiene
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f 2(C) = C, f 2(D) = D. Inoltre i punti A,B,C,D sono distinti e, giacendo su una
conica non degenere, costituiscono un sistema di riferimento proiettivo di P2(C).
Dal Teorema fondamentale delle trasformazioni proiettive segue allora f 2 = Id. Con
riferimento alla soluzione dell’Esercizio 2.44 è ora immediato verificare che f è una
proiettività di tipo (b), per cui esiste una retta di punti fissi per f . Tale retta interseca
C almeno in un punto, per cui esiste su C almeno un punto lasciato fisso da f .

K Esercizio 4.46

Sia C una conica non degenere di P2(K), sia P un punto di C e sia r = polC(P).
Sia infine g : r → r una proiettività tale che g(P) = P. Si mostri che esiste un’unica
proiettività f : P2(K) → P2(K) tale che f (C) = C, f (r) = r e f |r = g.

Soluzione Siano A1,A2 punti distinti di r \ {P}, e per i = 1, 2 sia A′i il punto
di intersezione tra C e la tangente a C diversa da r e uscente da Ai, ovvero il punto
definito dalla condizione {A′i} = (polC(Ai) ∩ C) \ {P} (cfr. Fig. 4.14). Siano poi
B1 = g(A1) e B2 = g(A2), e analogamente a quanto appena descritto si considerino
i punti B′1,B

′
2 ∈ C definiti da {B′i} = (polC(Bi) ∩ C) \ {P}.

Mostriamo ora che una proiettività f : P2(K) → P2(K) verifica quanto richiesto
nell’enunciato se e solo se f (C) = C, f (P) = P, f (A′1) = B′1 e f (A′2) = B′2. La tesi
sarà allora una conseguenza del punto (a) dell’Esercizio 4.24.

Se f : P2(K) → P2(K verifica le richieste del testo, si ha necessariamente f (C) =
C e f (P) = g(P) = P. Si ha inoltre f (Ai) = g(Ai) = Bi per i = 1, 2, per cui f
porta L(Ai,A′i) nella tangente a f (C) = C uscente da f (Ai) = Bi e diversa da
f (r) = r. Per costruzione, tale tangente è data dalla retta L(Bi,B′i), per cui si ha
f (A′i) = f (L(Ai,A′i) ∩ C) = L(Bi,B′i) ∩ C = B′i , come voluto.

Supponiamo viceversa che si abbia f (C) = C, f (P) = P, f (A′1) = B′1 e f (A′2) =
B′2. Si ha allora f (r) = f (polC(P)) = polf (C)(f (P)) = polC(P) = r. Per i = 1, 2
si ha analogamente f (L(Ai,A′i)) = f (polC(A′i)) = polC(B′i) = L(Bi,B′i), per cui
f (Ai) = f (r ∩ L(Ai,A′i)) = r ∩ L(Bi,B′i) = Bi. Ne segue che le proiettività f |r e g
coincidono sui tre punti distinti P,A1,A2, e sono pertanto uguali grazie al Teorema
fondamentale delle trasformazioni proiettive.

r
P

A′
1

A2A1B1

B′
2B′

1

A′
2

B2

Figura 4.14. La costruzione descritta nella soluzione dell’Esercizio 4.46
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Esercizio 4.47

Sia F un fascio di coniche degeneri di P2(C) tale che non esiste una retta che sia
componente irriducibile di tutte le coniche del fascio. Si provi che il luogo dei punti
base diF è formato da un solo punto e che il fascio contiene esattamente due coniche
doppiamente degeneri.

Soluzione Osserviamo innanzi tutto che F può contenere al più due coniche
doppiamente degeneri. Infatti, siano C1 = 2r e C2 = 2s, con r e s rette, due tali
conichediF . In un sistemadi coordinate omogenee in cui r ha equazione x0 = 0e s ha
equazione x1 = 0, la generica conica Cλ,μ ∈ F è data dall’equazione λx2

0+μx2
1 = 0,

[λ,μ] ∈ P1(C). È immediato verficare che Cλ,μ è doppiamente degenere se e solo se
[λ,μ] ∈ {[1, 0], [0, 1]}, cioè se e solo se Cλ,μ ∈ {C1, C2}.

Dimostriamo ora che F ha un solo punto base. Per quanto osservato sopra,
possiamo scegliere come generatrici del fascio due coniche semplicemente degeneri,
C1 = r1 + r2 e C2 = s1 + s2, con r1, r2, s1, s2 rette distinte. Siano A = r1 ∩ r2 il
punto singolare di C1 e B = s1 ∩ s2 il punto singolare di C2. Se A = B, il fascio ha un
solo punto base, come richiesto. Poiché per ipotesi C1 e C2 non hanno componenti in
comune, se A e B sono distinti, a meno di scambiare C1 e C2, possiamo supporre che
A non appartenga al supporto di C2. Distinguiamo quindi due casi, a seconda che B
appartenga o meno al supporto di C1.

Nel primo caso possiamo supporre, ad esempio, che B appartenga a r1. Se P1 =
r2 ∩ s1 e P2 = r2 ∩ s2, è immediato verificare che B, P1 e P2 sono in posizione
generale e P1,P2 /∈ r1. Tutte le coniche di F passano per B, P1 e P2 e sono tangenti
in B a r1; quindi, per l’Esercizio 4.2, F coincide con il fascio delle coniche che
soddisfano tali condizioni lineari. Siamo cioè nel caso (b) di 1.9.7 eF contiene solo
due coniche degeneri, contro l’ipotesi.

Nel secondo caso C1 eC2 si intersecano in quattro puntiP1,P2,P3,P4 in posizione
generale e quindi F è il fascio delle coniche per P1,P2,P3,P4. Siamo cioè nel caso
(a) di 1.9.7 e F contiene solo tre coniche degeneri, contro l’ipotesi.

Abbiamo quindi dimostrato che F ha un solo punto base A. Fissiamo un sistema
di coordinate omogenee x0, x1, x2 di P2(C) tale che A = [1, 0, 0] e [0, 1, 0] ∈ r1,
[0, 0, 1] ∈ r2 e [1, 1, 1] ∈ s1. In un tale sistema di coordinate C1 è definita da x1x2 = 0
e C2 è definita da (x1 − x2)(x1 + αx2), con α 
= 0,−1. La generica conica Cλ,μ

di F è allora rappresentata, al variare di [λ,μ] ∈ P1(C), dalla matrice Mλ,μ =⎛⎝ 0 0 0
0 2μ λ+ μ(α− 1)
0 λ+ μ(α− 1) −2μα

⎞⎠, che ha rango uguale a 1 se e solo se λ2 +

(α + 1)2μ2 + 2(α − 1)λμ = 0. L’uguaglianza appena scritta, considerata come
equazione nell’incognita [λ,μ] ∈ P1(C), ammette due soluzioni distinte, in quanto
(α − 1)2 − (α + 1)2 = −4α 
= 0. Dunque F contiene esattamente due coniche
doppiamente degeneri, come voluto.
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Esercizio 4.48

Sia Q una quadrica non degenere di Pn(K) e sia H un iperpiano. Allora Q ∩ H è
una quadrica degenere di H se e solo se H è tangente aQ in un punto P. Inoltre, in
tal caso la quadrica Q∩ H ha rango n − 1 e ha P come unico punto singolare.

Soluzione La prima asserzione della tesi segue subito dal fatto che Q ∩ H è una
quadrica degenere di H se e solo se essa è singolare e, per l’Esercizio 3.6, ciò accade
se e solo se l’iperpiano H è tangente a Q in un punto P.

In tal caso possiamo scegliere un sistema di coordinate in Pn(K) in cui H =
{x0 = 0} e P = [0, . . . , 0, 1]. Se in tali coordinate Q ha equazione tXAX = 0,
dove A è una matrice simmetrica, la quadrica Q ∩ H è rappresentata dalla matrice
c0,0(A) (cfr. 1.1 per la definizione di c0,0(A)). Essendo H tangente a Q in P, allora
pol(P) = H e dunque an,1 = . . . = an,n = 0 e an,0 
= 0, ossia la matrice simmetrica
A è del tipo

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
a0,0 . . . an,0

a1,0 0
... B

...
an−1,0 0
an,0 0 . . . 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
conBmatrice (simmetrica) di ordine n−1. Poiché det A = −a2

n,0 det B e det A 
= 0,
segue che det B 
= 0 e quindi rk(c0,0(A)) = n − 1. Di conseguenza Sing(Q∩ H) è
costituito da un solo punto; poiché (0, . . . , 0, 1) ∈ Kn appartiene al nucleo di c0,0(A),
allora Sing(Q∩ H) = {P}.

Esercizio 4.49

SiaQ una quadrica di rango r di Pn(K) e sia P ∈ Pn(K)\Q. Si provi che, se r = 1,
alloraQ = 2pol(P), e che, se r > 1, allora la quadricaQ′ = Q∩pol(P) di pol(P)
ha rango r − 1.

Soluzione Poiché P /∈ Q, il sottopazio pol(P) è un iperpiano che non contiene P.
Esistono allora coordinate omogenee su Pn(K) tali che P = [1, 0, . . . , 0] e pol(P) =
{x0 = 0}. In questo sistema di coordinate Q è rappresentata da una matrice della

forma A =
(

a0,0 0
0 C

)
, dove C è una matrice simmetrica di ordine n e a0,0 ∈ K∗.

Dato che r = rk(A) = rk(C) + 1, si ha C = 0 se e solo se r = 1, e in tal caso
Q = 2pol(P). Per r > 1, la matrice C definisce la quadrica Q′ in pol(P), che ha
quindi rango r − 1.
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Esercizio 4.50

Sia Q una quadrica di Pn(K), sia H ⊂ Pn(K) un iperpiano non contenuto in Q e
sia Q′ la quadrica Q ∩ H di H . Si provi che per ogni P ∈ H si ha polQ′(P) =
polQ(P) ∩ H .

Soluzione È possibile scegliere coordinate omogenee x0, . . . , xn tali che P =
[1, 0, . . . , 0] e H = {xn = 0}. Se A = (ai,j )i,j =0,...,n è una matrice simmetrica
che rappresenta Q, allora polQ(P) ha equazione

∑n
i=0 a0,ix i = 0. Nelle coordinate

x0, . . . , xn−1 indotte su H , Q′ è definita dalla matrice A′ = cn,n(A), ottenuta da A
cancellando l’ultima riga e l’ultima colonna (tale matrice è non nulla in quanto H �
Q), e dunque polQ′(P) è il sottospazio di H definito dall’equazione

∑n−1
i=0 a0,ix i = 0

e coincide quindi con H ∩ polQ(P).

K Esercizio 4.51 (Costruzione di un (n + 1)-edro autopolare)

Sia Q una quadrica di rango r di Pn(K) e siano P0, . . . ,Pk ∈ Pn(K) \ Q punti tali
che Pi e Pj sono coniugati rispetto a Q per ogni i 
= j con 0 ≤ i, j ≤ k. Si mostri
che:

(a) P0, . . . ,Pk sono linearmente indipendenti e k + 1 ≤ r.
(b) Gli iperpiani pol(P0), . . . ,pol(Pk) sono indipendenti e L(P0, . . . ,Pk)∩pol(P0)

∩ · · · ∩ pol(Pk) = ∅.
(c) Esistono Pk+1, . . . ,Pn ∈ Pn(K) tali che P0, . . . ,Pk ,Pk+1, . . . ,Pn sono i vertici

di un (n + 1)-edro autopolare per Q.

Soluzione (a) Osserviamo che per ogni i ∈ {0, . . . , k} il sottospazio Si =
L(P0, . . . ,Pi−1,Pi+1, . . .Pk) è contenuto in pol(Pi). Dato che per ipotesi Pi /∈ Q, si
ha che pol(Pi) è un iperpiano e Pi /∈ pol(Pi); a maggior ragione, Pi /∈ Si. Questa os-
servazione mostra che P0, . . . ,Pk sono indipendenti. Completiamo P0, . . . ,Pk a un
riferimento proiettivo P0, . . .Pk ,Qk+1, . . . ,Qn+1. Una matrice A che definisceQ nel

sistema di coordinate omogenee corrispondente ha la forma A =
(

D tB
B C

)
, dove

D è unamatrice simmetrica di ordine k+1,C è unamatrice simmetrica di ordine n−k
e B è una matrice (n − k)× (k + 1). Dato che i punti P0, . . . ,Pk non appartengono
a Q e sono a due a due coniugati, si verifica facilmente che D = diag(d0, . . . , dk)
è una matrice diagonale con tutti gli elementi di sulla diagonale non nulli. Quindi
r = rk A ≥ rk D = k + 1.

(b) Nel sistema di coordinate usato nella soluzione di (a) il punto dello spazio
dualePn(K)∗ corrispondente a pol(Pi), i = 0, . . . , k, è rappresentato dalla i-sima co-
lonnadiA. Poiché, comeabbiamovisto, le prime k+1 colonnediA sono indipendenti,
anche pol(P0), . . . ,pol(Pk) sono indipendenti. Il sottospazio L(P0, . . . ,Pk) è defini-
to da xk+1 = · · · = xn = 0 e il sottospazio L(P0, . . . ,Pk)∩pol(P0)∩ · · · ∩pol(Pk)
è definito in L(P0, . . . ,Pk) dalle equazioni d0x0 = · · · = dkxk = 0 ed è quindi
vuoto.
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(c) Denotiamo con T il sottospazio proiettivo pol(P0) ∩ · · · ∩ pol(Pk),
che per il punto (b) ha dimensione n − k − 1 e non interseca L(P0, . . . ,Pk).
Per reciprocità, Sing(Q) è contenuto nello spazio polare di qualsiasi punto di
Pn(K), per cui Sing(Q) ⊆ T . Inoltre, dalla formula di Grassmann segue che
dim L(L(P0, . . . ,Pk),T) = dim T + k + 1 = n, dunque L(L(P0, . . . ,Pk),T) =
Pn(K).

Procediamo per induzione su m = r − k − 1, che per il punto (a) è un intero non
negativo.

Per m = 0, mostriamo che, scelti comunque punti Pk+1, . . . ,Pn ∈ T indi-
pendenti, i punti P0, . . . ,Pk ,Pk+1, . . . ,Pn formano un (n + 1)-edro autopolare. Per
quanto osservato sopra, si ha L(P0, . . . ,Pk ,Pk+1, . . . ,Pn) = L(L(P0, . . . ,Pk),T) =
Pn(K), per cui i punti P0, . . . ,Pn sono indipendenti. Notiamo inoltre che, poiché
m = r − k − 1 = 0, i sottospazi proiettivi Sing(Q) e T hanno la stessa dimen-
sione, per cui si ha Sing(Q) = T . Siano allora i, j tali che 1 ≤ i < j ≤ n. Se
j ≤ k (e quindi anche i ≤ k), i punti Pi e Pj sono coniugati per ipotesi, mentre se
j > k si ha Pj ∈ T = Sing(Q), per cui pol(Pj ) = Pn(K) ed i punti Pi,Pj sono
coniugati.

Sia ora m > 0, e mostriamo innanzi tutto che T � Q. Supponiamo per assurdo
che si abbia T ⊆ Q e sia P ∈ T un punto fissato. Per ogni P′ ∈ T si ha allora
L(P,P′) ⊆ T ⊆ Q, da cui L(P,P′) ⊆ TP(Q) = pol(P) e T ⊆ pol(P) per
arbitrarietà di P′. D’altronde, per reciprocità si ha anche Pi ∈ pol(P) per ogni
i = 0, . . . , k, per cui pol(P) ⊇ T ∪{P0, . . . ,Pk} e pol(P) ⊇ L(T ,L(P0, . . . ,Pk)) =
Pn(K). Se ne deduce che P ∈ Sing(Q), per cui T ⊆ Sing(Q) per arbitrarietà di P
(e dunque T = Sing(Q) per quanto osservato all’inizio della dimostrazione di (c)).
Ciò implica infine n − r = dim Sing(Q) = dim T = n − k − 1, il che contraddice
l’ipotesi m = r − k − 1 > 0.

Abbiamo cosı̀ mostrato che T \ Q non è vuoto, e contiene pertanto un punto
Pk+1. Allora Pk+1 è coniugato con P0, . . . ,Pk e, per l’ipotesi induttiva, esistono
Pk+2, . . .Pn ∈ Pn(K) tali che P0, . . .Pn è un (n + 1)-edro autopolare.

Esercizio 4.52

Sia Q una quadrica di Pn(K) e siano P1,P2 ∈ Pn(K) \ Sing(Q) punti distinti. Si
provi che pol(P1) = pol(P2) se e solo se L(P1,P2) ∩ Sing(Q) 
= ∅.

Soluzione 1 Siano v1, v2 ∈ Kn+1 \ {0} vettori tali che Pi = [vi], i = 1, 2.
Poiché per ipotesi P1,P2 /∈ Sing(Q), per i = 1, 2 pol(Pi) è l’iperpiano definito da
tviAX = 0. Quindi, se pol(P1) = pol(P2) esiste λ ∈ K∗ tale che Av1 = λAv2. Il
vettore w = v1−λv2 non è nullo, perché v1, v2 rappresentano punti distinti di Pn(K)
e sono dunque indipendenti. Il punto Q = [w] è singolare per Q, dato che Aw = 0,
e appartiene alla retta L(P1,P2).

Viceversa, supponiamo che esistaQ ∈ L(P1,P2)∩Sing(Q) e siaw ∈ Kn+1\{0}
un vettore tale che Q = [w]. Dato che per ipotesi Q, P1 e P2 sono distinti, esisto-
no λ1,λ2 ∈ K∗ tali che w = λ1v1 + λ2v2. Moltiplicando a sinistra per A otte-
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niamo 0 = Aw = λ1Av1 + λ2Av2, cioè Av1 = −λ2
λ1

Av2. Di conseguenza si ha

pol(P1) = pol(P2).

Soluzione 2 Poiché pol : Pn(K) \ Sing(Q) → Pn(K)∗ è una trasformazione pro-
iettiva eventualmente degenere, se L(P1,P2) ∩ Sing(Q) = ∅ la restrizione di pol a
L(P1,P2) è una trasformazione proiettiva non degenere, ed è pertanto iniettiva, per
cui pol(P1) 
= pol(P2).

Viceversa, se L(P1,P2)∩ Sing(Q) 
= ∅, allora L(P1,P2)∩ Sing(Q) è un punto.
Per quanto visto nell’Esercizio 2.28 l’immagine di L(P1,P2) \ Sing(Q) tramite
l’applicazione pol è un sottospazio proiettivo di Pn(K)∗ di dimensione

dim L(P1,P2)− dim(L(P1,P2) ∩ Sing(Q))− 1 = 1− 0− 1 = 0,

cioè un punto. Ne segue in particolare che pol(P1) = pol(P2).

Esercizio 4.53

Sia Q una quadrica non degenere e non vuota di P3(K). Si provi che vale una delle
affermazioni seguenti:

(i) per ogni P ∈ Q l’insieme Q ∩ TP(Q) è unione di due rette distinte che si
intersecano in P;

(ii) per ogni P ∈ Q si ha Q∩ TP(Q) = {P}.

(Ricordiamo che Q si dice iperbolica nel caso (i) ed ellittica nel caso (ii), e che il
caso (ii) può presentarsi solo se K = R – cfr. 1.8.4.)

Soluzione Sia P ∈ Q un punto. Poiché Q è non degenere, per l’Esercizio 4.48
la conica CP = Q ∩ T P(Q) è singolare in P e ha rango due. Quindi il supporto di
CP è l’unione di due rette distinte passanti per P, ed in tal caso P si dice iperbolico,
oppure è ridotto al solo punto P, ed in tal caso P si dice ellittico (cfr. 1.8.4).

Verifichiamo che i punti di Q sono tutti iperbolici (e si ha allora il caso (i)
dell’enunciato) oppure tutti ellittici (e si ha allora il caso (ii)). Se Q non contiene
rette, si ha ovviamente il caso (ii). Possiamo quindi supporre che Q contenga una
retta r. Per ogni punto P ∈ r, la retta r è contenuta in T P(Q), e dunque anche in CP,
che è quindi unione di due rette per P. Se invece P ∈ Q \ r, esiste almeno un punto
R ∈ r ∩ TP(Q). Poiché R 
= P e R ∈ CP, possiamo concludere che CP è unione di
due rette passanti per P, e si ha dunque il caso (i).

Descriviamo un modo alternativo per dimostrare che Q non può contenere sia
punti iperbolici sia punti ellittici. Se Q contenesse un punto P ellittico e un punto
R iperbolico, allora Q ∩ polQ(P) = {P} e Q ∩ polQ(R) = r1 ∪ r2 con r1, r2
rette distinte incidenti in R. Poiché R 
∈ polQ(P), allora polQ(P) interseca r1 ∪ r2

(e quindi Q) in almeno due punti, in contraddizione col fatto che P fosse ellit-
tico.
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Esercizio 4.54

Sia Q una quadrica di P3(K) di rango 3. Si provi che, per ogni punto liscio P ∈ Q,
la conica Q∩ TP(Q) è una retta doppia.
(Ricordiamo che, in tal caso, seQ\ Sing(Q) 
= ∅,Q si dice parabolica – cfr. 1.8.4.)

Soluzione Avendo rango 3, la quadrica Q ha un unico punto singolare R, e si
ha ovviamente pol(R) = P3(K). Sia P ∈ Q un punto liscio. Per reciprocità si ha
R ∈ pol(P) = TP(Q). Per l’Esercizio 3.6, la conicaQ∩ TP(Q) è singolare sia in P
che in R, ed è quindi uguale a 2L(P,R).

Esercizio 4.55

Si provi che:

(a) La quadrica Q di P3(C) di equazione x2
0 + x2

1 + x2
2 + x2

3 = 0 è iperbolica.
(b) La quadrica Q di P3(C) di equazione x2

0 + x2
1 + x2

2 = 0 è parabolica.
(c) La quadrica Q di P3(R) di equazione x2

0 + x2
1 + x2

2 − x2
3 = 0 è ellittica.

(d) La quadrica Q di P3(R) di equazione x2
0 + x2

1 − x2
2 − x2

3 = 0 è iperbolica.
(e) La quadrica Q di P3(R) di equazione x2

0 + x2
1 − x2

2 = 0 è parabolica.

Soluzione È immediato innanzi tutto verificare che la quadricaQ è non degenere
nei casi (a), (c) e (d), e ha rango 3 nei casi (b) e (e). In particolare, la quadrica Q è
comunque irriducibile. Pertanto, per l’Esercizio 4.54, nei casi (b) ed (e) è sufficiente
verificare cheQ contieneunpunto liscio; in effetti nel caso (b) tale verifica è superflua,
in quanto Q ha un solo punto singolare e il supporto di una quadrica complessa è
infinito. Inoltre, quanto affermato in (a) è conseguenza del fatto che tutte le quadriche
non degeneri diP3(C) sono iperboliche (cfr. Esercizio 4.53). Nei casi (c) e (d), invece,
per decidere se Q è iperbolica o ellittica è sufficiente scegliere un punto P ∈ Q e
determinare il supporto della conica Q∩ TP(Q) (cfr. Esercizio 4.53).

(a) Come sopra ricordato, tutte le quadriche non degeneri di P3(C) sono iper-
boliche. Scegliamo comunque a titolo di esempio il punto P = [1, 0, 0, i] ∈ Q, e
verifichiamo che la conica Q ∩ TP(Q) è costituita da due rette distinte che si in-
tersecano in P. Il piano TP(Q) è dato da x0 + ix3 = 0, e la conica Q ∩ TP(Q) è
definita in TP(Q) dall’equazione x2

1 + x2
2 = 0, il cui supporto è l’unione delle rette

x1 + ix2 = 0 e x1 − ix2 = 0.

(b)Come sopra osservato, è sufficiente verificare cheQ ha almenounpunto liscio.
Scegliamo per esempio P = [1, 0, i, 0] ∈ Q. Allora TP(Q) è definito dall’equazione
x0 + ix2 = 0, per cui P è liscio. Inoltre, la conica Q ∩ TP(Q) è definita in TP(Q)
dall’equazione x2

1 = 0, ed è in effetti una retta doppia.

(c) Scegliamo P = [1, 0, 0, 1] ∈ Q. Il piano TP(Q) è dato da x0 − x3 = 0, e la
conica Q ∩ TP(Q) è definita in T P(Q) dall’equazione x2

1 + x2
2 = 0, il cui supporto

è il punto P.
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(d) Scegliamo P = [1, 0, 0, 1] ∈ Q. Il piano TP(Q) è dato da x0 − x3 = 0, e la
conica Q ∩ T P(Q) è definita in TP(Q) dall’equazione x2

1 − x2
2 = 0, il cui supporto

è l’unione delle rette x1 + x2 = 0 e x1 − x2 = 0.

(e) Come nel caso (b), è sufficiente verificare che Q ha almeno un punto liscio.
Se P = [1, 0, 1, 0] ∈ Q, lo spazio tangente T P(Q) è definito da x0 − x2 = 0, per cui
P è liscio. Inoltre, la conica Q∩ TP(Q) è definita in TP(Q) dall’equazione x2

1 = 0,
ed è in effetti una retta doppia.

Esercizio 4.56

SiaQ una quadrica non degenere e non vuota di P3(R). Si provi che esiste un piano
H di P3(R) esterno a Q se e solo se Q è una quadrica ellittica.

Soluzione Supponiamo che Q non sia ellittica. Per l’Esercizio 4.53, la quadrica
Q è iperbolica e, dato un punto P ∈ Q, si ha Q ∩ TP(Q) = r ∪ s, dove r e s sono
rette distinte. Allora per ogni piano H di R3, l’insieme Q ∩ H contiene H ∩ (r ∪ s)
ed è quindi non vuoto. Non esistono dunque piani esterni a Q.

Viceversa, siaQ una quadrica ellittica. È possibile scegliere coordinate omogenee
rispetto alle quali Q sia definita da una delle equazioni descritte nel Teorema 1.8.3.
Per l’Esercizio 4.55 possiamo perciò supporre che Q sia definita dall’equazione
x2
0 + x2

1 + x2
2 − x2

3 = 0. È allora immediato verificare che il piano H di equazione
x0 = 2x3 è esterno a Q.

Esercizio 4.57

Sia Q una quadrica di P3(K) e siano r, s, t ⊂ Q rette distinte. Si provi che:

(a) Se r ∩ s = s ∩ t = r ∩ t = ∅, allora Q è non degenere.
(b) Se r, s, t sono complanari, allora Q è riducibile.
(c) Se r, s, t sono incidenti in un punto P e non complanari, allora P è singolare per

Q.
(d) Se r e s sono complanari e r ∩ t = s ∩ t = ∅, allora Q è riducibile.

Soluzione (a) Supponiamo per assurdo cheQ sia singolare. Sia P ∈ Sing(Q) un
punto. Dato che le rette r, s, t sono a due a due sghembe, possiamo supporre P /∈ r.
Poiché ogni quadrica che possiede un punto singolare è un cono avente tale punto
come vertice (cfr. 1.8.3), Q è un cono di vertice P e dunque il piano H = L(P, r)
è contenuto nel supporto di Q. Per l’Esercizio 3.5, si ha Q = H + K , dove K è un
piano. Dato che r ∩ s = r ∩ t = ∅, le rette s e t non sono contenute in H . Si ha quindi
s, t ⊂ K e dunque s ∩ t 
= ∅, contro le ipotesi.

(b) Sia H il piano che contiene r, s e t e si osservi che, se si avesse H � Q, allora
il supporto della conica Q ∩ H di H conterrebbe tre rette distinte, il che è assurdo.
Dunque H è contenuto nel supporto di Q. Per l’Esercizio 3.5 H è una componente
di Q, che è quindi riducibile.
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(c) Le tre rette r, s, t, essendo contenute in Q, sono contenute in TP(Q). Si
ha allora L(r, s, t) ⊂ TP(Q), da cui TP(Q) = P3(K) in quanto r, s, t non sono
complanari. Dunque P è singolare per Q.

(d) Sia H il piano generato da r e s. Se H è contenuto nel supporto di Q, allora
Q è riducibile per l’Esercizio 3.5.Altrimenti la conica C = Q∩H ha come supporto
r∪ s. Si consideri il punto R = H ∩ t. Per costruzione, R appartiene a C, ossia a r∪ s,
contraddicendo cosı̀ l’ipotesi che r ∩ t = s ∩ t = ∅.

K Esercizio 4.58 (Rigatura delle quadriche iperboliche)

SiaQ una quadrica non degenere iperbolica di P3(K). Si mostri che l’insieme delle
rette contenute in Q è unione di due famiglie disgiunte X 1 e X 2 tali che:

(i) per ogni punto di Q passano una retta di X 1 e una retta di X 2;
(ii) due rette della stessa famiglia sono sghembe;
(iii) se r ∈ X 1 e s ∈ X 2, r e s sono incidenti in un punto.

Soluzione 1 Sia P un qualsiasi punto diQ. Per definizione di quadrica iperbolica,
l’intersezione diQ con il piano TP(Q) è una coppia di rette distinte che si intersecano
in P, quindi per ogni punto diQ passano due rette distinte r e s e per l’Esercizio 4.57
non esistono altre rette contenute in Q e passanti per P.

Sia P0 ∈ Q un punto fissato e siano r0 e s0 le due rette passanti per P0 e contenute
inQ. Definiamo X 1 come l’insieme delle rette r ⊂ Q tali che r ∩ s0 è un punto e X 2

come l’insieme delle rette s ⊂ Q tali che s ∩ r0 è un punto.
Supponiamo per assurdo che esista r ∈ X 1 ∩ X 2. Per definizione di X 1 e X 2, le

rette r, r0 e s0 sono distinte e r ∩ r0 
= ∅, r ∩ s0 
= ∅. Quindi r, r0 e s0 o hanno in
comune il punto P0 oppure sono complanari, contraddicendo l’Esercizio 4.57.

Mostriamo ora che per ogni punto P di Q passa una retta di X 1. Se P ∈ s0,
l’affermazione è vera perché esiste una retta r 
= s0 contenuta in Q e passante per
P e r ∈ X 1 per definizione. Se P 
∈ s0, poniamo H = L(P, s0). La conica Q ∩ H
contiene s0 e il punto P 
∈ s0, quindi è unione di s0 e di una retta r 
= s0 tale che
P ∈ r. Le rette s0 e r, essendo complanari, sono incidenti, per cui r ∈ X 1.Allo stesso
modo si fa vedere che per ogni punto di Q passa una retta di X 2. Notiamo ora che,
per i punti (b) e (c) dell’Esercizio 4.57, per ogni punto diQ passano esattamente due
rette contenute in Q, per cui X 1 ∪ X 2 è l’insieme di tutte le rette contenute in Q.

Mostriamo ora che due rette della stessa famiglia sono disgiunte (cioè sghembe).
Se per assurdo esistessero due rette incidenti r, s ∈ X 1, allora le tre rette distinte
s0, r, s sarebbero complanari o avrebbero un punto in comune. In entrambi i casi si
contraddirebbe l’Esercizio 4.57. Lo stesso argomento mostra che due rette distinte
di X 2 sono sghembe.

Supponiamo infine per assurdo che r ∈ X 1 e s ∈ X 2 siano sghembe. Scegliamo
R ∈ s e consideriamo il piano H = L(r,R). La conica Q∩H è unione di r e di una
retta t passante per R (e dunque distinta da r) e distinta da s (in quanto r e s sono
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sghembe). La retta t non appartiene a X 1, perché è incidente con r ∈ X 1 e distinta
da r, e non appartiene a X 2, perché è incidente con s ∈ X 2 e distinta da s. Abbiamo
quindi ottenuto una contraddizione al fatto che X 1 ∪ X 2 è l’insieme di tutte le rette
contenute in Q.

Soluzione 2 Dato che tutte le quadriche non degeneri iperboliche sono proietti-
vamente equivalenti (cfr. Teorema 1.8.3 ed Esercizio 4.55), è sufficiente considerare
la quadrica Q definita da

det
(

x0 x1

x2 x3

)
= x0x3 − x1x2 = 0. (4.2)

Come affermato in 1.8.4, infatti,Q è non degenere ed iperbolica: un semplice calcolo
mostra che il piano tangente a Q nel punto [1, 0, 0, 0] è il piano {x3 = 0} che taglia
su Q le rette r0 = {x3 = x1 = 0} e s0 = {x3 = x2 = 0}.

Definiamo X 1 come la famiglia delle rette r [a,b] = {[λa,λb,μa,μb] | [λ,μ] ∈
P1(K)}, al variare di [a, b] ∈ P1(K). In modo analogo, si definisce X 2 come la
famiglia delle rette s[a,b] = {[λa,μa,λb,μb] | [λ,μ] ∈ P1(K)}, al variare di [a, b] ∈
P1(K). Notiamo che i piani del fascio di centro s0 intersecano Q, oltre che in s0, in
una retta di X 1. Analogamente, i piani del fascio di centro r0 intersecano Q, oltre
che in r0, in una retta di X 2.

È immediato verificare, usando le parametrizzazioni, che le rette di X 1 e X 2 sono
contenute in Q, che due rette della stessa famiglia sono sghembe e che per ogni
[a, b], [c, d ] ∈ P1(K) le rette r[a,b] e s[c,d] si intersecano nel punto di coordinate
[ca, cb, da, db]. Quindi le famiglie X 1 e X 2 sono necessariamente disgiunte.

Mostriamo ora che per ogni punto di Q passano una retta di X 1 ed una retta di
X 2, e che X 1 ∪ X 2 è l’insieme di tutte le rette contenute in Q.

Sia P ∈ Q un punto di coordinate [α,β, γ, δ]. Se, ad esempio, α 
= 0, usando
l’equazione (4.2) si verifica facilmente che P appartiene alle rette r [α,β] e s[α,γ]. Se
α = 0, si ragiona in modo analogo considerando un’altra coordinata di P. Quindi
per ogni punto di Q passano una retta di X 1 e una retta di X 2. Inoltre, poiché ogni
retta r ⊂ Q è contenuta in T P(Q) per ogni P ∈ r e Q è iperbolica, ogni punto
P ∈ Q appartiene esattamente a due rette contenute inQ. Di conseguenza, X 1 ∪ X 2

è l’insieme di tutte le rette contenute in Q.

Esercizio 4.59

Siano r e s due rette di P3(K) tali che r ∩ s = ∅ e sia f : r → s un isomorfismo
proiettivo. Si mostri che X =

⋃
P∈r L(P, f (P)) è il supporto di una quadrica non

degenere di P3(K) di tipo iperbolico.

Soluzione Siano P0,P1 ∈ r punti distinti e siano P2 = f (P0), P3 = f (P1). I punti
P0, . . . ,P3 sono in posizione generale, quindi possiamo completarli a un riferimento
proiettivo P0, . . . ,P4. Nelle coordinate omogenee x0, . . . , x3 di P3(K) indotte da
questo riferimento, r ha equazioni x2 = x3 = 0, s ha equazioni x0 = x1 = 0 e
l’isomorfismo proiettivo f si scrive [y0, y1, 0, 0] �→ [0, 0, ay0, by1], con a, b ∈ K∗.
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Quindi X è l’insieme dei punti di coordinate [λy0,λy1,μay0,μby1], al variare di
[λ,μ], [y0, y1] ∈ P1(K). Si verifica facilmente che i punti diX soddisfano l’equazione

0 = ax0x3 − bx1x2 = det
(

ax0 bx1

x2 x3

)
, (4.3)

che definisce una quadrica non degenereQ diP3(K) di tipo iperbolico.Viceversa, sia
R ∈ Q un punto di coordinate [c0, c1, c2, c3]. Se c0 = c1 = 0, allora R appartiene a
s = f (r), dunque aX .Altrimenti, siaP ∈ r il punto di coordinate [c0, c1, 0, 0]. Poiché
l’equazione (4.3) esprime precisamente il fatto che [ac0, bc1] = [c2, c3] ∈ P1(K), il
punto f (P) ha coordinate [0, 0, c2, c3]. Quindi R sta sulla retta L(P, f (P)) ⊆ X .

Nota. L’Esercizio 4.59 mostra come ad ogni isomorfismo proiettivo tra due rette
sghembe di P3(K) sia possibile associare una quadrica iperbolica.

Viceversa, sia data una quadrica iperbolicaQ, e siano X 1, X 2 le famiglie di rette
che definiscono la rigatura diQ (cfr. Esercizio 4.58). Se r, r ′, r′′ sono rette distinte di
X 1 e f : r → r ′ è la prospettività di centro r′′, allora f non dipende da r′′ eQ coincide
con la quadrica associata a f . Infatti, dato P ∈ r, indichiamo con sP l’unica retta di
X 2 passante per P; qualunque sia r′′ 
= r, r ′, la retta sP interseca sia r′ che r ′′ e si ha
f (P) = sP ∩ r′. Sfruttando questa osservazione è possibile dare una dimostrazione
alternativa dell’enunciato dell’Esercizio 2.39, che asserisce che ogni isomorfismo
proiettivo tra rette sghembe di P3(K) è una prospettività, il cui centro può essere
scelto in infiniti modi diversi.

Esercizio 4.60

Siano r1, r2 e r3 rette a due a due sghembe di P3(K). Sia X l’insieme delle rette s
di P3(K) tali che s ∩ ri 
= ∅ per i = 1, 2, 3. Si provi che Z =

⋃
s∈X s è il supporto di

una quadrica non degenere di P3(K) di tipo iperbolico che contiene r1 ∪ r2 ∪ r3.

Soluzione Sia f : r1 → r2 la prospettività di centro r3, e poniamo Y =
{L(P, f (P)) | P ∈ r1}. Mostreremo innanzi tutto che si ha Y = X . Grazie al-
l’Esercizio 4.59, ciò assicura che Z è il supporto di una quadrica non degenere di
tipo iperbolico di P3(K). Verificheremo poi che si ha r1 ∪ r2 ∪ r3 ⊆ Z .

Sia s ∈ X una retta. Per i = 1, 2, 3, poniamo Qi = ri ∩ s. Il piano H = L(Q1, r3)
contiene s = L(Q1,Q3). Poiché Q2 ∈ s, H coincide con il piano L(Q2, r3). Quindi
si ha f (Q1) = Q2 e s = L(Q1, f (Q1)) ∈ Y. Si ha dunque X ⊆ Y.

Viceversa, sia P ∈ r1. Per definizione di prospettività si ha f (P) = L(P, r3)∩ r2,
quindi L(P, f (P)) e r3, essendo complanari, hanno intersezione non vuota. Dato che,
inoltre, L(P, f (P))∩r1 = P e L(P, f (P))∩r2 = f (P), la retta L(P, f (P)) appartiene
a X e, per l’arbitrarietà di P, si ha pertanto Y ⊆ X .

Per concludere, basta ora mostrare che r1∪r2∪r3 ⊆ Z . Poiché X = Y, l’insieme
Z contiene sia r1 sia r2, che sono rispettivamente il dominio e l’immagine di f . Inoltre,
se R ∈ r3 è immediato verificare che il piano L(r2,R) interseca r1 in un punto P.
La retta L(P,R), essendo complanare con r2, interseca allora sia r1, sia r2, sia r3, ed
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appartiene perciò a X . Abbiamo cosı̀ provato che ogni punto di r3 appartiene ad una
retta di X , e perciò a Z .

Esercizio 4.61

Siano r1, r2 e r3 rette a due a due sghembe di P3(K). Si mostri che esiste un’unica
quadrica Q tale che ri ⊂ Q per i = 1, 2, 3 e che Q è non degenere.

Soluzione Per l’Esercizio 4.60, esiste almeno una quadrica Q che contiene r1,
r2 e r3. Tale quadrica è non degenere di tipo iperbolico e ha come supporto

⋃
s∈X s,

dove X è l’insieme delle rette di P3(K) che hanno intersezione non vuota con r1,
r2 e r3. Inoltre, per il punto (a) dell’Esercizio 4.57, nessuna quadrica singolare può
contenere r1, r2 e r3.

Supponiamo per assurdo cheQ eQ′ siano due quadriche distinte che contengono
r1, r2 e r3 e siano A e A′ matrici simmetriche 4×4 che definiscono, rispettivamente,
Q e Q′. Per ogni [λ,μ] ∈ P1(K) indichiamo con Qλ,μ la quadrica definita dalla
matrice λA +μA′. Ogni quadricaQλ,μ contiene r1, r2 e r3. Inoltre, seK = C esiste
almeno una coppia omogenea [λ0,μ0] tale cheQλ0,μ0 è degenere, contraddicendo la
discussione precedente.

Se K = R, si osserva che se Q è una quadrica reale che contiene r1, r2 e r3,
la complessificata QC di Q è una quadrica complessa che contiene le complessifi-
cate delle rette r1, r2, e r3 ed è quindi unicamente determinata. Dunque anche Q è
univocamente determinata.

Esercizio 4.62

Si considerino le rette di P3(R)

r1 = {x0 + x1 = x2 + x3 = 0}, r2 = {x0 + x2 = x1 − x3 = 0},
r3 = {x0 − x1 = x2 − x3 = 0}.

Si determini l’equazione di una quadrica che contiene r1, r2 e r3.

Soluzione 1 È facile verificare che le rette ri sono a due a due sghembe. Quindi per
l’Esercizio 4.61 esiste un’unica quadrica Q che contiene r1, r2 e r3, e tale quadrica
è non degenere.

Siano

F1(x) = (x0 + x1)(x0 + x2), F2(x) = (x2 + x3)(x0 + x2),
F3(x) = (x0 + x1)(x1 − x3), F4(x) = (x2 + x3)(x1 − x3)

e, per i = 1, . . . 4, siaQi la quadrica definita dall’equazione Fi(x) = 0. Le quadriche
Qi hanno rango 2 e ciascuna di esse contiene r1 e r2. Consideriamo una combinazione
lineare F = α1F1 +α2F2 +α3F3 +α4F4, con αi ∈ R dei polinomi Fi e imponiamo
la condizione che F si annulli su r3. Perché questo accada, dato che F ha grado 2, è
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sufficiente che esistano tre punti P1,P2,P3 ∈ r3 tali che F(P1) = F(P2) = F(P3) =
0. Scegliamo P1 = [1, 1, 0, 0], P2 = [0, 0, 1, 1] e P3 = [1, 1, 1, 1].

Si ottengono le equazioni: α1 + α3 = 0, α2 − α4 = 0, α1 + α2 = 0.
Una soluzione non banale del sistema è: α1 = −1, α2 = α3 = α4 = 1. Con

questa scelta di parametri, si ha F(x) = −x2
0 + x2

1 + x2
2 − x2

3, che pertanto definisce
una quadrica con le proprietà richieste.

Soluzione 2 Per l’Esercizio 4.60, il supporto di una quadrica che contiene r1, r2

e r3 è l’insieme
⋃

s∈X s, dove X è l’insieme delle rette che hanno intersezione non
vuota con r1, r2 e r3. Inoltre, è possibile caratterizzare le rette di X studiando le
proiezioni πij : P3(R) \ ri → rj su rj di centro ri, i, j ∈ {1, 2, 3}, i 
= j . Ciò ci
permetterà di esprimere analiticamente la condizione che un punto appartenga ad
una retta di X , e di trovare cosı̀ un’equazione per la quadrica cercata.

Un punto Q di P3(R) \ (r1 ∪ r2 ∪ r3) appartiene a
⋃

s∈X s se e solo se π21(Q) =
π31(Q). Infatti, data s ∈ X poniamo Qi = s ∩ ri, i = 1, 2, 3. Allora per ogni
Q ∈ s \ {Q1,Q2,Q3} e per ogni scelta di i 
= j ∈ {1, 2, 3} si ha πij (Q) = Qj .
Viceversa, se Q ∈ P3(R) \ (r1 ∪ r2 ∪ r3) e π21(Q) = π31(Q) = Q1, indichiamo
con s la retta L(Q,Q1). Si ha, ovviamente, s ∩ r1 = Q1. Inoltre, per i = 2, 3 si ha
s ⊂ L(Q, ri) e quindi s e ri sono incidenti, per cui s ∈ X .

Indichiamo con [y0, y1, y2, y3] le coordinate di un punto Q /∈ r2. Il piano L(Q, r2)
è definito dall’equazione (y3 − y1)(x0 + x2) + (y0 + y2)(x1 − x3) = 0 e il punto
L(Q, r2) ∩ r1 ha coordinate

[y0 − y1 + y2 + y3,−y0 + y1 − y2 − y3, y0 + y1 + y2 − y3,−y0 − y1 − y2 + y3].

Quindi la prospettività π21 manda il punto di coordinate [y0, y1, y2, y3] nel punto di
coordinate

[y0 − y1 + y2 + y3,−y0 + y1 − y2 − y3, y0 + y1 + y2 − y3,−y0 − y1 − y2 + y3].

Con un calcolo simile si ottiene l’espressione in coordinate di π31:

[y0, y1, y2, y3] �→ [y0 − y1,−y0 + y1, y2 − y3,−y2 + y3].

Poiché r1 ha equazioni x0 + x1 = x2 + x3 = 0, i punti π21(Q) e π31(Q) sono
univocamente determinati dalla prima e dalla terza coordinata. Pertanto, se Q /∈
(r2 ∪ r3) si ha π21(Q) = π31(Q) se e solo se

rk
(

y0 − y1 + y2 + y3 y0 + y1 + y2 − y3

y0 − y1 y2 − y3

)
≤ 1,

ovvero se e solo se

0 = det
(

y0 − y1 + y2 + y3 y0 + y1 + y2 − y3

y0 − y1 y2 − y3

)
= −y2

0 + y2
1 + y2

2 − y2
3.

Sia dunque Q la quadrica definita dall’equazione −y2
0 + y2

1 + y2
2 − y2

3 = 0. Per
costruzione, ogni retta s ∈ X ha infiniti punti in comune conQ e quindi è contenuta
in Q. Quindi Q contiene X e, di conseguenza, contiene r1, r2 e r3.
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Esercizio 4.63 (Polare di una retta rispetto a una quadrica)

SiaQ una quadrica non degenere di P3(K) e sia r una retta proiettiva. Si provi che:

(a) Al variare di P in r i piani pol(P) si intersecano in una retta r ′ (detta la retta
polare di r rispetto a Q).

(b) La polare di r′ è r.
(c) r = r ′ se e solo se r è contenuta in Q.
(d) Se r e r′ sono distinte e incidenti, allora r e r′ sono tangenti aQ nel punto r∩ r ′.
(e) r è tangente a Q in un punto P se e solo se r′ lo è nello stesso punto P.
(f) Se r non è tangente a Q, allora esistono due piani distinti passanti per r e

tangenti aQ se e solo se r ′ è secante (ossia intersecaQ esattamente in due punti
distinti). In tal caso i punti di tangenza sono i punti di Q∩ r′.

Soluzione (a) L’isomorfismo proiettivo pol : P3(K) → P3(K)∗ trasforma la retta
r in una retta di P3(K)∗, ossia in un fascio di piani di P3(K) il cui centro è una retta
r′. In particolare, dati due punti distinti M e N di r, i piani pol(M) e pol(N) sono
distinti e si intersecano nella retta r ′.

(b) Segue immediatamente dalla proprietà di reciprocità della polarità. La retta
r′ è dunque il luogo dei poli dei piani passanti per la retta r.

(c) Supponiamo r = r′. Per ogni punto M ∈ r si ha allora r ⊂ pol(M), e dunque
M ∈ pol(M), per cui M ∈ Q e r ⊂ Q. Viceversa, se r ⊂ Q, per ogni punto M ∈ r
si ha r ⊂ pol(M) = TM (Q) e quindi r = r′.

(d) Denotiamo con P il punto in cui le rette distinte r e r ′ si intersecano e
sia H = L(r, r ′) il piano contenente le due rette. Poiché P ∈ r, per definizione
r′ ⊂ pol(P). Poiché P ∈ r ′, per (b) r ⊂ pol(P) e dunque pol(P) = H . In particolare
P ∈ pol(P); quindi P ∈ Q e L(r, r′) = H = pol(P) = T P(Q). Ne segue che r e r′

sono tangenti a Q in P.

(e) Se r = r′, si ha banalmente la tesi; supponiamo dunque che r e r′ siano
rette distinte. Se r è tangente a Q in P, allora r è contenuta nel piano tangente
T P(Q) = pol(P) e quindi per ogni punto M ∈ r si ha M ∈ pol(P). Per reciprocità
P ∈ ⋂

M∈r pol(M) = r ′ e dunque r e r ′ sono distinte e incidenti nel punto P. Allora
per (d) anche r ′ è tangente a Q in P.

Il viceversa segue immediatamente da quanto appena provato e da (b).

(f) Se r ′ è secante e intersecaQ nei punti distinti M ′ e N ′, allora per definizione
di retta polare e per (b) i piani TM ′(Q) = pol(M ′) e TN ′(Q) = pol(N ′) passano per
r.

Viceversa proviamo che se esiste almeno un piano H passante per r e tangente
a Q, allora r ′ è secante. Infatti, se H è tangente a Q in un punto M , allora M ∈ r ′,
in quanto r′ è il luogo dei poli dei piani passanti per r. Dunque M ∈ Q ∩ r ′. Inoltre
per (e) r′ non è tangente a Q, e quindi è secante.
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Esercizio 4.64

Si determinino i piani tangenti alla quadrica Q di P3(C) di equazione

F(x0, x1, x2, x3) = 2x2
1 + x2

2 − 2x1x2 − x2
3 + 2x0x1 = 0

e contenenti la retta r di equazioni x2 − x3 = 0, x0 + 3x1 − 3x2 = 0.

Soluzione 1 Si verifica facilmente che la quadrica è non degenere. I piani cercati
sono quelli del fascioF di centro r che intersecanoQ in una conica degenere. I piani
di F sono quelli di equazione

λ(x2 − x3) + μ(x0 + 3x1 − 3x2) = 0

al variare di [λ,μ] in P1(C). Vediamo intanto se il piano H = {x2 − x3 = 0}
corrispondente alla scelta [λ,μ] = [1, 0] è tangente o no alla quadrica. Utilizzando
su H le coordinate omogenee x 0, x1, x2, la conica Q∩ H ha equazione

G(x0, x1, x2) = F(x0, x1, x2, x2) = 2x2
1 − 2x1x2 + 2x0x1 = 0.

Poiché tale conica è degenere, H è tangente a Q.
Escludendo il piano H dal fascio F , i restanti piani Ht del fascio sono tutti e soli

quelli di equazione t(x2− x3)+ x0 + 3x1− 3x2 = 0 al variare di t in C. Sostituendo
x0 = −3x1+(3−t)x2+tx3 inF , otteniamo che la conicaQ∩Ht del pianoHt ha, nelle
coordinate omogenee x1, x2, x3, equazione−4x2

1+x2
2−x2

3+(4−2t)x1x2+2tx1x3 =

0 ed è pertanto rappresentata dalla matrice At =

⎛⎝ −4 2− t t
2− t 1 0

t 0 −1

⎞⎠ . Poiché

det At = −4t + 8, la conica Q ∩ Ht è degenere (e dunque Ht è tangente a Q) se e
solo se t = 2. Oltre al piano x2 − x3 = 0 già trovato, ricaviamo dunque che il piano
di equazione x0 + 3x1 − x2 − 2x3 = 0 è il solo altro piano contenente r e tangente
a Q.

Soluzione 2 I punti R = [3,−1, 0, 0] e S = [0, 1, 1, 1] appartengono a r e dunque
r′ = pol(R) ∩ pol(S). Si trova cosı̀ che r′ è la retta di equazioni −x0 + x1 + x2 =
0, x0 + x1 − x3 = 0. Risolvendo il sistema costituito dalle due equazioni di r ′

e dall’equazione di Q, otteniamo che Q ∩ r′ consiste dei punti M ′ = [1, 0, 1, 1]
e N ′ = [1, 1, 0, 2]. In virtù dell’Esercizio 4.63 e visto che Q è non degenere, i
piani cercati sono dunque i piani pol(M ′) e pol(N ′) di equazione rispettivamente
x2 − x3 = 0 e x0 + 3x1 − x2 − 2x3 = 0.

Esercizio 4.65

SiaQ una quadrica non degenere iperbolica di P3(R); sia r una retta non tangente
a Q e r′ la sua polare (cfr. Esercizio 4.63). Si provi che:

(a) r è secante se e solo se r′ è secante.
(b) Esistono due piani diP3(R) passanti per r e tangenti aQ se e solo se r è secante.
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Soluzione (a) Se r′ è secante e interseca la quadrica nei punti distinti M ′ e N ′,
allora per il punto (f) dell’Esercizio 4.63 esistono due piani H 1 e H 2 passanti per r
e tangenti a Q rispettivamente nei punti M ′ e N ′. Siano X 1 e X 2 le due famiglie di
rette contenute nella quadrica iperbolica Q determinate nell’Esercizio 4.58. Poiché
Q è iperbolica, si ha Q ∩ H 1 = Q ∩ TM ′(Q) = m1 ∪ m2 con m1 ∈ X 1 e m2 ∈ X 2.
Analogamente Q∩H2 = Q∩ TN ′(Q) = n1 ∪ n2 con n1 ∈ X 1 e n2 ∈ X 2. Notiamo
che, poiché H 1∩H 2 = r e r non è contenuta inQ, le quattro rette m1,m2, n1, n2 sono
distinte. Segue allora dall’Esercizio 4.57 che non esiste un punto comune a tre di
esse. Per quanto visto nell’Esercizio 4.58, le rette m1 e n2 si intersecano in un punto
di Q e d’altra parte m1 ∩ n2 ∈ H 1 ∩ H 2 = r, per cui il punto m1 ∩ n2 appartiene a
Q∩ r. Analogamente il punto m2∩n1, che è distinto da m1∩n2 per quanto osservato
precedentemente, appartiene a Q∩ r e dunque r è secante.

Il viceversa segue immediatamente dal fatto che r è la polare di r ′.

(b) è una ovvia conseguenza di (a) e del punto (f) dell’Esercizio 4.63.

Nota. Nell’Esercizio 4.64 la quadrica Q era definita da un polinomio a coefficienti
reali cosı̀ come la retta r. Si può verificare che tale quadrica è iperbolica e che
r è secante in quanto la interseca nei punti reali distinti M = [3, 0, 1, 1] e N =
[0, 1, 1, 1]. Conformemente a quanto appena provato si erano trovati nella soluzione
di quell’esercizio due piani reali passanti per r e tangenti a Q.

K Esercizio 4.66

SiaQ una quadrica ellittica di P3(R) non degenere e non vuota; sia r una retta non
tangente a Q e r′ la sua polare rispetto a Q. Si provi che:

(a) r è esterna se e solo se r′ è secante.
(b) Esistono due piani di P3(R) passanti per r e tangenti aQ se e solo se r è esterna.

Soluzione (a) Supponiamo che r′ sia secante e che intersechi la quadrica nei
punti distinti M ′ e N ′. Allora TM ′(Q) ∩ TN ′(Q) = pol(M ′) ∩ pol(N ′) = r; inoltre
Q ∩ TM ′(Q) = {M ′} e Q ∩ TN ′(Q) = {N ′} perché la quadrica è ellittica. Le rette
r e r′ sono distinte, perché r non è contenuta nella quadrica, e non sono incidenti,
perché r non è tangente (cfr. Esercizio 4.63).Allora se esistesse un punto R ∈ Q∩ r,
necessariamente si avrebbe R 
= M ′ in contraddizione col fatto che Q ∩ r ⊂ Q ∩
TM ′(Q) = {M ′}.

Viceversa sia ora r esterna. Per il punto (e) dell’Esercizio 4.63 la retta r′ non è
tangente a Q.

La complessificata QC è una quadrica complessa non degenere e pertanto iper-
bolica; siano dunque X 1 e X 2 le due famiglie di rette complesse contenute in QC
determinate nell’Esercizio 4.58. Dato che il coniugio σ conserva le relazioni di in-
cidenza e che due rette della stessa famiglia sono disgiunte e due rette di famiglie
diverse sono incidenti, necessariamente σ o trasforma ogni famiglia di rette in sé
stessa o scambia X 1 con X 2. È sufficiente quindi verificare cosa succede per una
retta. Sia P ∈ Q e sia H = TP(QC). Allora σ(H) = H e quindi σ manda in sé
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la conica degenere C = QC ∩ H = l1 ∪ l2, con l1, l2 rette complesse coniugate.
Essendo Q ellittica, le rette l1, l2 non possono essere reali e dunque non è possibile
che siano invarianti per il coniugio. Dunque σ scambia le due rette incidenti l1, l2 e
quindi scambia X 1 e X 2.

Poiché nel caso complesso nessuna retta può essere esterna a una quadrica proiet-
tiva, siano M e N i punti di intersezione diQC e di rC. I punti M e N sono complessi
coniugati e r ′C è l’intersezione degli spazi tangenti H 1 = TM (QC) e H 2 = TN(QC),
che sono anch’essi complessi coniugati. Si haQC∩H 1 = QC∩TM (QC) = m1∪m2

con m1 ∈ X 1 e m2 ∈ X 2. Analogamente QC ∩ H 2 = QC ∩ TN (QC) = n1 ∪ n2 con
n1 ∈ X 1 e n2 ∈ X 2. Per quanto mostrato sopra si ha σ(m1) = n2, pertanto le rette
m1 e n2 si intersecano in un punto reale R che appartiene a r′C = H 1 ∩ H 2. Dunque
R ∈ Q∩ r′, per cui r′ è secante. In effetti, lo stesso ragionamento mostra che anche
il punto m2 ∩ n1 appartiene a Q∩ r ′.

(b) è una ovvia conseguenza di (a) e del punto (f) dell’Esercizio 4.63.

K Esercizio 4.67

Sia H un piano di P3(C), sia C ⊂ H una conica non degenere, siano P,P′ ∈ C punti
distinti e siano t, t′ ⊂ H le rette tangenti a C in P e in P′. Siano r e s rette sghembe
di P3(C) tali che r ∩H = P′ e s ∩H = P. Sia π : C → r l’applicazione definita da
π(Q) = L(s,Q) ∩ r se Q 
= P e π(P) = L(s, t) ∩ r.

(a) Si verifichi che π è ben definita e bigettiva.
(b) Posti

m = L(r, t′) ∩ L(s,P′), X =
⋃

Q∈C\{P′}
L(Q,π(Q)) ∪ m,

si provi che X è il supporto di una quadrica non degenere Q.

Soluzione (a) La dimostrazione è identica a quella del punto (a) dell’Eserci-
zio 3.67.

(b) Per l’Esercizio 4.59, è sufficiente mostrare che esiste un isomorfismo proiet-
tivo φ : r → s tale che X =

⋃
R∈r L(R,φ(R)).

Iniziamo definendo un isomorfismo proiettivo α : Fs → Fr , dove Fs è il fascio
di piani di centro s eFr è il fascio di piani di centro r. Poniamo α(L(s, t)) = L(r,P)
e α(L(s,P′)) = L(r, t′). Se K ∈ Fs è diverso da L(s, t) e da L(s,P′), allora K
interseca H in una retta che contiene P ed è diversa da t e da L(P,P′). Tale retta
interseca a sua volta C in P ed in un punto QK distinto da P e da P′, e poniamo
α(K) = L(r,QK).

Verifichiamo che α è un isomorfismo proiettivo. Detti FP e FP′ i fasci di rette
di H di centro rispettivamente P e P′, sia ψ : FP → FP′ l’applicazione definita da
ψ(t) = L(P,P′), ψ(L(P,P′)) = t′, e ψ(l) = L(P′,A) per ogni l ∈ FP, l 
= t,
l 
= L(P,P′), dove A è l’intersezione di l con C diversa da P. Per quanto visto
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Figura 4.15. La configurazione descritta nell’Esercizio 4.67

nell’Esercizio 4.23, l’applicazioneψ è un bendefinito isomorfismoproiettivo. Inoltre,
se βs : Fs → FP, βr : Fr → FP′ sono le applicazioni definite da βs(K) = K ∩ H ,
βr(K ′) = K ′ ∩ H per ogni K ∈ Fs, K ′ ∈ Fr , allora βs e βr sono ben definiti
isomorfismi proiettivi (cfr. Esercizio 2.33). È infine immediato verificare che si ha
α = β−1

r ◦ ψ ◦ βs. Essendo composizione di isomorfismi proiettivi, α è perciò un
isomorfismo proiettivo.

Indichiamo con γ1 : Fs → r l’isomorfismo proiettivo definito da K �→ K ∩ r e
con γ2 : Fr → s l’isomorfismo proiettivo definito daK ′ �→ K ′∩s (cfr. Esercizio 2.32)
e definiamo φ = γ2 ◦α ◦γ1−1 : r → s. L’applicazione φ è un isomorfismo proiettivo
in quanto è composizione di isomorfismi proiettivi.

Consideriamo ora gli insiemi di rette

Z 1 = {L(R,φ(R)) |R ∈ r}, Z 2 = {L(Q,π(Q)) |Q ∈ C \ {P′}} ∪ {m}.

Poiché X =
⋃

l∈Z 2
l, per concludere è sufficiente dimostrare che Z 1 = Z 2.

La retta m appartiene a Z 2 per definizione. Se R0 = L(r, t′) ∩ s, si ha m =
L(R0,P′), per cui per mostrare che m ∈ Z 1 è sufficiente dimostrare che si ha
φ(P′) = R0. D’altronde, dalle definizioni discende che φ(P′) = γ2(α(L(s,P′)) =
γ2(L(r, t′)) = L(r, t′)∩s = R0, come voluto. Poiché π(P′) = P′, l’applicazione π si
restringe ad una corrispondenza biunivoca traC\{P′} e r\{P′}. Per ogniR ∈ r\{P′}
i punti R, π−1(R) e φ(R) sono allineati per costruzione e si ha R 
= π−1(R) e
R 
= φ(R). Da questa osservazione segue immediatamente Z 1 \ {m} = Z 2 \ {m} e
quindi Z 1 = Z 2.
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Nota. La costruzione proposta nell’Esercizio 4.67 può essere vista come una de-
generazione della costruzione dell’Esercizio 3.67, dove è considerato il caso in cui
il punto r ∩ H non appartiene a C. In quel caso, l’analogo dell’insieme X risulta
essere il supporto di una superficie cubica irriducibile che, nella situazione “limite”
in cui r ∩ C 
= ∅, si spezza nell’unione del piano L(s,H ∩ r) e della quadrica Q qui
descritta.

Esercizio 4.68

Si provi che una quadrica Q di Rn di rango n rappresentata dalla matrice A =(
c tB
B A

)
∈ M(n + 1,R) è un cono affine se e solo se det A 
= 0.

Soluzione Poiché Q ha rango n, la sua chiusura proiettiva Q ha un solo punto
singolare P di coordinate omogenee [z0, . . . zn]; per quanto visto in 1.8.3, Q è un
cono il cui insieme di vertici è dato dal solo [z0, . . . zn], per cuiQ è un cono affine se
e solo se z0 
= 0.

Siano Z = (z1, . . . , zn) ∈ Rn e Ẑ = (z0, z1, . . . , zn) ∈ Rn+1. Il fatto che P
è singolare per Q è espresso dall’equazione AẐ = 0 o, equivalentemente, dalle
equazioni AZ + z0B = 0 e tBZ + z0c = 0.

Se z0 = 0, si ha Z 
= 0 e AZ = 0, quindi det A = 0.
Se z0 
= 0, poiché B = −z−1

0 AZ , il vettore tB è combinazione delle righe di A,
quindi ogni W ∈ Rn tale che AW = 0 verifica anche tBW = 0. Supponiamo per
assurdo che det A = 0 e indichiamo con Z ′ = (z′1, . . . , z

′
n) ∈ Rn un vettore tale che

Z ′ 
= 0 e AZ ′ = 0. Il punto Q = [0, z′1, . . . z
′
n] ∈ Pn(R) è singolare per Q e diverso

da P, contro l’ipotesi che P sia l’unico punto singolare di Q.

Esercizio 4.69

Sia Q una quadrica non degenere di Rn , sia H un iperpiano diametrale e sia P =
[(0, v)] ∈ Pn(R), con v ∈ Rn , il polo di H rispetto a Q.

(a) Si provi che P ∈ H se e solo se il vettore v è parallelo a H .
(b) Supponiamo P /∈ H e denotiamo con τH ,v : Rn → Rn la riflessione rispetto a H

di direzione v. Si provi che τH ,v(Q) = Q.

Soluzione (a) Sia v = (v1, . . . , vn) e sia a1x1 + · · ·+ anxn + b = 0 un’equazione
di H . L’iperpiano H è definito da bx0 + a1x1 + · · ·+ anxn = 0, quindi P ∈ H se e
solo se a1v1 + · · ·+ anvn = 0, cioè se e solo se v è parallelo a H .

(b) Per il punto (a), se P /∈ H esistono coordinate affini x1, . . . , xn tali che
v = (0, . . . , 0, 1) e H = {xn = 0}. In un tale sistema di coordinate τH ,v si scrive
(x1, . . . , xn) �→ (x1, . . . , xn−1,−xn). La quadrica Q è allora rappresentata da una

matrice della forma

⎛⎝ c tB 0
B A 0
0 0 a

⎞⎠, con A ∈ M(n − 1,R), B ∈ Rn−1, c ∈ R e
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a ∈ R∗. È immediato verificare che la matrice che definisce τH ,v(Q) è la stessa che
definisce Q, per cui τH ,v(Q) = Q.

K Esercizio 4.70 (Proprietà di simmetria delle quadriche di Rn)

Sia Q una quadrica non degenere di Rn , sia H ⊂ Rn un iperpiano affine e sia
τH : Rn → Rn la riflessione ortogonale rispetto a H . Si provi che:

(a) Se la chiusura proiettiva H di H è tangente a Q, si ha τH (Q) 
= Q.
(b) H è un iperpiano principale di Q se e solo se τH (Q) = Q.

Soluzione (a) Sia P il punto in cui Q è tangente a H . Se P è un punto pro-
prio, tramite un cambio isometrico di coordinate su Rn possiamo supporre che P
abbia coordinate (0, . . . , 0) e che H abbia equazione y1 = 0. In un tale siste-
ma di coordinate Q è definita da f (y1, . . . , yn) = y1 + f2(y1, . . . , yn) = 0, do-
ve f2 è un polinomio omogeneo di grado 2. La riflessione ortogonale τH rispet-
to a H è data da (y1, . . . , yn) �→ (−y1, y2, . . . , yn). La quadrica τH (Q) risulta
quindi definita da −y1 + f2(−y1, y2, . . . , yn) = 0. Supponiamo per assurdo che
Q = τH (Q): allora esiste λ ∈ R∗ tale che f (−y1, y2, . . . , yn) = λf (y1, . . . , yn).
Dato che f (−y1, y2, . . . , yn) = −y1 + f2(−y1, y2, . . . , yn), deve essere λ = −1 e
f2(−y1, y2, . . . , yn) = −f2(y1, y2, . . . , yn), cioè tutti i monomi che compaiono in f2
sono del tipo y1yj , per qualche 2 ≤ j ≤ n. Quindi f2 e, di conseguenza, f sono
divisibili per y1. Questo è impossibile perché per ipotesiQ è non degenere, e quindi
irriducibile.

SeP è un punto improprio, possiamo supporre come sopra cheH abbia equazione
y1 = 0 e che P sia il punto all’infinito dell’asse yn, cioè P = [0, . . . , 0, 1]. In un
tale sistema di coordinate Q è definita da f (y1, . . . , yn) = c + f1(y1, . . . , yn) +
f2(y1, . . . , yn) = 0, dove c ∈ R, f1 è nullo o omogeneo di grado 1 e f2 = y1yn +
g2(y1, . . . , yn−1), cong2 omogeneodi grado 2 in y1, . . . , yn−1. In questo caso τH (Q) è
definita da f (−y1, y2, . . . , yn) = c−y1yn+f1(−y1, y2, . . . , yn)+g2(−y1, y2, yn−1) =
0 e, come nel caso precedente, è facile verificare che se τH (Q) = Q allora y1 divide
f e Q è riducibile, contraddicendo l’ipotesi che Q sia non degenere.

(b) Indichiamo con w ∈ Rn \ {0} un vettore ortogonale alla giacitura di H e
con R = [(0,w)] ∈ Pn(R) il punto improprio corrispondente alla direzione w. Si ha
ovviamente R /∈ H ; inoltre H è un iperpiano principale se e solo se R è il polo di H
rispetto alla quadrica proiettiva Q.

Se H è un iperpiano principale, si ha τH (Q) = Q per il punto (b) dell’Esercizio
4.69. Viceversa, supponiamo che τH (Q) = Q e sia P il polo di H . Indichiamo con
τ̃H : Pn(R) → Pn(R) la proiettività indotta da τH . Il luogo dei punti fissi di τ̃H è
H ∪ {R}. D’altra parte, poiché τ̃H (Q) = Q, si ha anche τ̃H (P) = P. Dato che per
il punto (a) H non è tangente a Q, P non appartiene a H e dunque P = R e H è un
iperpiano principale.
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Esercizio 4.71

Sia Q una quadrica non degenere di Rn, e sia A =
(

c tB
B A

)
∈ M(n + 1,R)

una matrice che rappresenta Q. Siano λ1, . . . ,λh gli autovalori non nulli di A, con
λi 
= λj se i 
= j , sia Vi l’autospazio di A relativo all’autovaloreλi e sia di = dim Vi,
i = 1, . . . , h. Sia infine W l’insieme degli iperpiani principali di Q.

(a) Si mostri che W è l’unione di h sistemi lineari propri W1, . . . ,Wh (cfr. 1.4.3) tali
che dim Wi = di − 1 per ogni i = 1, . . . , h.

(b) Si mostri che la dimensione del sottospazio affine

J =
⋂

H∈W

H

è data da n − rk A.
(c) Si mostri che, seQ è a centro, allora il centro diQ è intersezione di n iperpiani

principali a due a due ortogonali.
(d) Si supponga che Q sia un paraboloide. Si mostri che Q ha un solo asse, il cui

punto improprio è contenuto nella chiusura proiettiva diQ. Si mostri inoltre che
l’asse di Q è intersezione di n − 1 iperpiani principali a due a due ortogonali,
e che Q ha un solo vertice.

(e) Sia supponga che Q sia una sfera. Si mostri che Q è a centro e che, detto C il
centro di Q, tutti i piani passanti per C sono principali, tutte le rette passanti
per C sono assi, e tutti i punti del supporto di Q sono vertici.

(f) Sia n = 2. Si mostri cheQ ammette almeno un asse, cheQ è a centro se e solo se
ammette due assi ortogonali, e che Q è una circonferenza se e solo se ammette
almeno tre assi distinti (ed in tal caso, Q è a centro e tutte le rette passanti per
il centro di Q sono assi).

Soluzione (a) Un iperpiano principale diQ è la parte affine dell’iperpiano polare
pol(P), dove P = [(0, v)] e v è un autovettore di A relativo a un autovalore non nullo
(cfr. 1.8.6). Per ogni i = 1, . . . , h, sia allora Ki = Vi ∩ H 0, dove H0 è l’iperpiano
improprio, e sia Wi l’insieme degli iperpiani H di Rn tali che H = pol(P) per
qualche P ∈ Ki. Per quanto appena detto si ha W =

⋃h
i=1 Wi. Inoltre, se v ∈ Vi \{0}

e X = (x1, . . . , xn) sono le usuali coordinate affini di Rn , l’iperpiano principale
individuato da v ha equazione tvAX + tBv = 0, che può essere riscritta tvX =
− 1
λi

tvB. Da ciò si deduce facilmente che, per ogni i = 1, . . . , h, il sistema lineare

di iperpiani proiettivi pol(Ki) non contiene l’iperpiano improprio H0, per cui Wi è
un sistema lineare proprio. Essendo pol : Pn(R) → Pn(R)∗ un isomorfismo, si ha
infine dim Wi = dim Ki = di − 1 per ogni i = 1, . . . , h.

(b) Per ogni i = 1, . . . , h, siaBi una base ortogonale diVi, e poniamo {v1, . . . , vm}
= B1∪. . .∪Bh . Per ilTeorema spettraleA è diagonalizzabile, per cui dalla definizione
dei Vi si deduce immediatamente che m = d1 + . . . + dh = rk A. Inoltre, gli
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autospazi di A sono a due a due ortogonali, per cui vi è ortogonale a vj per ogni
i 
= j , i, j ∈ {1, . . . ,m}.

Per quanto visto nella soluzione del punto (a), il sottospazio affine J è definito
dal sistema lineare ⎧⎪⎨⎪⎩

tv1X = c1
...

tvmX = cm

dove c1, . . . , cm sono numeri reali. Poiché {v1, . . . , vm} è un insieme di vettori li-
nearmente indipendenti, se ne deduce immediatamente che J è un sottospazio affine
di Rn di dimensione n−m = n− rk A. Notiamo anche che, poichè i vi sono a due a
due ortogonali, il sistema di equazioni sopra descritto esprime J come intersezione
di m iperpiani principali a due a due ortogonali.

(c) Poiché il centro C di Q coincide con il polo dell’iperpiano improprio
(cfr. 1.8.6), se H è un iperpiano principale, allora per reciprocità si ha C ∈ H .
Si ha dunque C ∈ ⋂

H∈W H = J . D’altronde, dato che Q è a centro, si ha rk A = n
(cfr. 1.8.5), e dal punto (b) si deduce perciò che dim J = n − n = 0, per cui
J = {C}. Inoltre, quanto provato nella soluzione di (b) mostra che J è intersezione
di n iperpiani principali a due a due ortogonali.

(d) Come osservato in 1.8.5, poiché Q è un paraboloide non degenere si ha
rk A = n − 1. Dunque, per il punto (b) si ha dim J = 1, per cui J è una retta.
Essendo intersezione di iperpiani principali, J è perciò un asse di Q. Inoltre, se r è
un qualsiasi asse diQ, per definizione r è intersezione di iperpiani principali, per cui
r ⊇ J , e r = J per motivi dimensionali. Dunque J è l’unico asse diQ e, come detto
nella soluzione di (b), J è in effetti l’intersezione di n − 1 iperpiani principali a due
a due ortogonali.

Mostriamo ora che il punto improprio di J è contenuto inQ. Poiché rk A = n−1,
esiste un vettore non nullo v0 ∈ Ker A ⊆ Rn . Poniamo P0 = [(0, v0)] ∈ H 0.
Mantenendo le notazioni introdotte nella soluzione di (b), dal Teorema spettrale si
deduce che v0 è ortogonale a vi per ogni i = 1, . . . ,m = n − 1. Dalle equazioni
esplicite per J descritte in (b) è allora immediato ricavare che P0 è il punto improprio
di J . Inoltre, poiché Av0 = 0 si ha P0 ∈ Q, come voluto.

Per definizione di vertice, per concludere è sufficiente dimostrare che Q ∩ J
consta di un unico punto. Ora, dal fatto che Av0 = 0 si deduce TP0(Q) = H 0. Poiché
naturalmente J non è contenuto in H 0, si ha allora I(Q, J ,P0) = 1. Ne segue che J
interseca Q in un solo punto V, che è l’unico vertice di Q.

(e) Per definizione di sfera, Q ha equazione

(x 1 − a1)2 + . . .+ (xn − an)2 = η

per qualche η ∈ R, per cui si ha A = Id, tB = (−a1 . . . −an) e c = a2
1+. . .+a2

n−η.
In particolare, essendo A invertibile,Q è a centro. Poiché le coordinate del centro C
di Q risolvono il sistema AX = −B, si ha inoltre C = (a1, . . . , an).
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Poiché tutti i vettori diRn sono autovettori per A, un iperpiano diRn è principale
se e solo se è della forma pol([0, v]) per qualche v ∈ Rn \ {0}, ovvero se e solo se
ha equazione

v1x1 + v2x2 + . . .+ vnxn = v1a1 + v2a2 + . . .+ vnan

per qualche (v1, . . . , vn) ∈ Rn \{0}. Se ne deduce immediatamente che un iperpiano
di Rn è principale se e solo se passa per C. Inoltre, ogni retta passante per C è
intersezione di n − 1 piani passanti per C, per cui gli assi di Q sono tutte e sole le
rette passanti per C, e tutti i punti del supporto di Q sono vertici di Q.

(f) Osserviamo innanzi tutto che per n = 2 le nozioni di asse e di iperpiano
principale coincidono, pertanto gli assi di Q sono in bigezione con i sottospazi
generati da un autovettore v di A relativo ad un autovalore non nullo (cfr. 1.8.6). Più
precisamente, al sottospazio generato da un autovettore v 
= 0 corrisponde un’asse di
giacitura ortogonale a v. Poiché A è simmetrica e rk A ≥ 1, per il Teorema spettrale
si ha allora che Q ammette sempre almeno un asse, e che l’esistenza di due assi di
Q ortogonali è equivalente al fatto che A sia invertibile, ovvero al fatto che Q sia a
centro.

Ricordiamo che Q è una circonferenza se e solo se è definita da un’equazione
della forma (x−x0)2 +(y−y0)2 = c, con x0, y0, c ∈ R. Da ciò si deduce facilmente
cheQ è una circonferenza se e solo se A è un multiplo non nullo dell’identità, ovvero
(poiché n = 2) se e solo se A ammette tre autovettori a due a due linearmente
indipendenti e relativi ad autovalori non nulli. Possiamo dunque concludere cheQ è
una circonferenza se e solo se ammette tre assi distinti (ed in tal caso, come abbiamo
visto nella soluzione di (e), Q è a centro e tutte le rette passanti per il centro di C
sono assi).

Esercizio 4.72

Sia Q una quadrica non degenere di Rn e sia V un vertice di Q. Si provi che V
appartiene ad un solo asse di Q, che è ortogonale all’iperpiano tangente a Q in V.

Soluzione Naturalmente è sufficiente dimostrare che se r è un asse passante
per V, allora r è ortogonale a TV(Q). Per definizione, r è l’intersezione di n − 1
iperpiani principali la cui chiusura proiettiva è data da n − 1 iperpiani proiettivi
polQ(P1), . . . ,polQ(Pn−1) con Pi = [(0, vi)] ∈ H 0 per i = 1, . . . , n − 1. Più
esplicitamente, come mostrato nella soluzione del punto (b) dell’Esercizio 4.71, se
A è una matrice simmetrica che rappresenta Q, per ogni i = 1, . . . , n − 1 vi è
un autovettore per A relativo ad un autovalore non nullo e l’iperpiano principale
corrispondente a Pi ha equazione affine della forma tviX = ci per qualche ci ∈ R. In
particolare, poiché dim r = 1, i vettori v1, . . . , vn−1 sono linearmente indipendenti,
per cui la giacitura di r è generata dall’unico (a meno di moltiplicazione per uno
scalare) vettore vr ∈ Rn \ {0} tale che tvivr = 0 per ogni i = 1, . . . , n − 1.

Poiché V ∈ r =
⋂n−1

i=1 polQ(Pi), per reciprocità ogni Pi appartiene a polQ(V),
ovvero all’iperpiano tangente proiettivo a Q in V. Se ne deduce facilmente che
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ogni vi appartiene alla giacitura dell’iperpiano affine TV(Q). Essendo linearmente
indipendenti, i vettori v1, . . . , vn−1 costituiscono una base della giacitura di TV(Q).
Dal fatto che tvivr = 0 per ogni i = 1, . . . , n − 1 segue allora che r è ortogonale a
T V(Q), come voluto.

Esercizio 4.73

Siano P1,P2,P3 ∈ R2 punti non allineati. Si provi che esiste un’unica circonferenza
C che contiene P1,P2,P3.

E Soluzione Se O è il punto di intersezione tra gli assi dei segmenti P1P2 e P2P3 e
ρ è la distanza tra O e P1, allora un semplice argomento di geometria piana mostra
che l’unica circonferenza che contiene P1,P2 e P3 ha centro in O e raggio uguale a ρ.

Proponiamo qui una soluzione alternativa, fondata sulla caratterizzazione delle
circonferenze descritta in 1.8.7. Denotati come di consueto I1 = [0, 1, i] e I2 =
[0, 1,−i] i punti ciclici del piano euclideo, ricordiamo infatti che una conica C di R2

è una circonferenza se e solo se la complessificata CC della chiusura proiettiva C di
C contiene I1 e I2.

I punti P1,P2,P3, I1, I2 di P2(C) sono in posizione generale. Infatti, P1,P2,P3

sono indipendenti per ipotesi, la retta L(I1, I2) = {x0 = 0} non contiene alcun Pi,
i = 1, 2, 3, e le rette L(Pi,Pj ), i, j ∈ {1, 2, 3}, intersecano la retta all’infinito x0 = 0
di P2(C) in punti reali, e dunque distinti da I1 e I2. Allora esiste un’unica conica Q
di P2(C) tale che P1,P2,P3, I1, I2 ∈ Q e tale conica è non degenere (cfr. 1.9.6). La
conica coniugata σ(Q) contiene i punti Pi = σ(Pi), i = 1, 2, 3, e i punti I1 = σ(I2)
e I2 = σ(I1). Per l’unicità di Q si ha σ(Q) = Q, e quindi esiste una conica D di
P2(R) tale Q = DC (cfr. Esercizio 3.7). La parte affine C = D ∩ R2 di D è una
circonferenza passante per P1, P2 e P3.

Per quanto riguarda l’unicità, data una circonferenza C′ diR2 che contiene P1,P2

e P3, la complessificata Q′ = C′C della chiusura proiettiva di C′ è una conica di
P2(C) che contiene P1,P2,P3, I1, I2. Ancora per l’unicità di Q, si ha Q′ = Q e, di
conseguenza, C = C′, cioè C è l’unica circonferenza di R2 passante per P1,P2 e P3.

Esercizio 4.74

SiaC una parabola diR2 e sia P un qualsiasi punto diC. Si mostri che esiste un’affinità
ϕ : R2 → R2 tale che ϕ(P) = (0, 0) e ϕ(C) abbia equazione x2 − 2y = 0.

Soluzione Sia τP ⊆ P2(R) la retta tangente proiettiva a C in P, sia Q ∈ P2(R) il
punto di intersezione di τP con la retta impropria, e sia R ∈ P2(R) il punto improprio
di C. È immediato verificare che, se S ∈ R2 ⊆ P2(R) è un punto di C distinto da P,
allora i punti P,Q,R, S costituiscono un sistema di riferimento proiettivo di P2(R).
Sia f : P2(R) → P2(R) la proiettività tale che f (P) = [1, 0, 0], f (Q) = [0, 1, 0],
f (R) = [0, 0, 1], f (S) = [1, 1, 1]. Poiché f (Q) e f (R) giacciono sulla retta impropria,
f si restringe ad un’affinità ψ di R2.
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Sia C′ = ψ(C), e sia g(x , y) = 0 un’equazione di C′. Per costruzione C′ passa per
O = (0, 0), e la tangente a C′ in O è data dalla parte affine della retta passante per O e
per [0, 1, 0], ovvero dalla retta di equazione y = 0. Dunque, a meno di un fattore non
nullo, l’equazione di C′ è della forma g(x , y) = y +ax2 +bxy + cy2, con a, b, c non
tutti nulli. Poiché R è l’unico punto improprio di C, si ha poi che [0, 0, 1] è l’unico
punto improprio di C′, per cui b = c = 0, mentre dal fatto che S ∈ C si deduce che
(1, 1) ∈ C′, per cui a = −1. Dunque C′ ha equazione x2 − y = 0. L’affinità cercata

è pertanto la composizione di ψ con l’affinità η di R2 tale che η(x , y) =
(

x , y
2

)
per

ogni (x , y) ∈ R2.

Nota. Dall’esercizio segue immediatamente che il gruppo delle affinità di R2 che
lasciano invariata una parabola C agisce transitivamente su C. Questo è ovviamente
falso nel caso delle isometrie, perché il vertice di C è un punto fisso per ogni isometria
che lascia C invariata.

Esercizio 4.75

Sia C una conica non degenere e non vuota di R2. Si provi che:

(a) Se C è a centro ma non è una circonferenza, C ha due fuochi, entrambi diversi
dal centro O di C.

(b) Se C è una circonferenza, il centro O di C è l’unico fuoco di C.
(c) Se C è una parabola, C ha un unico fuoco.

Soluzione Indichiamo come al solito con I1 = [0, 1, i] e I2 = [0, 1,−i] i punti
ciclici del piano euclideo. Sia D = CC la complessificata di C, sia D la chiusura
proiettiva di D, e ricordiamo che C è una circonferenza se e solo se I1, I2 ∈ D
(cfr. 1.8.7).

(a) Poiché C è a centro, la retta all’infinito x0 = 0 non è tangente aD (cfr. 1.8.5).
Inoltre, come appena osservato D non contiene i punti ciclici. Quindi per il punto I1
passano due rette distinte r1 e r2 di P2(C) tangenti aD in punti propri Q1 = D∩ r1,
Q2 = D ∩ r2. Osserviamo che se ri, i = 1, 2, passasse per il centro O di C, allora
si avrebbe O ∈ ri = pol(Qi), da cui per reciprocità Qi ∈ pol(O), il che è assurdo
in quanto pol(O) è la retta all’infinito. Dunque O /∈ r1 ∪ r2. Le rette coniugate
s1 = σ(r1) e s2 = σ(r2) passano per I2 e sono anch’esse tangenti a D, in quanto
σ(D) = D. Per l’Esercizio 3.8, i punti F1 = r1 ∩ s1 e F2 = r2 ∩ s2 sono gli unici
punti reali contenuti in r1 ∪ r2 ∪ s1 ∪ s2, e quindi {F1,F2} è l’insieme dei fuochi di
C. Poiché, come osservato sopra, sappiamo che O /∈ r1 ∪ r2, i fuochi F1 e F2 sono
diversi da O.

(b) Se C è una circonferenza, allora I1 e I2 appartengono a D. Denotiamo con
r la retta tangente a D in I1. Poiché la retta all’infinito x0 = 0 interseca D nei due
punti I1 e I2, la retta r è diversa da {x0 = 0}. La retta coniugata s = σ(r) è tangente
a D in I2, ed è perciò diversa da r. Le rette r e s, in quanto polari di punti impropri,
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si intersecano nel centro O di C. Per l’Esercizio 3.8, O è l’unico punto reale di r ∪ s
ed è quindi l’unico fuoco di C.

(c) Se C non è a centro, la conica D ha un unico punto improprio, che è reale e
quindi diverso da I1 e I2. Per I1 passano due rette tangenti a D: la retta x0 = 0 e
una seconda retta r. Le tangenti a D passanti per I2 sono la retta x0 = 0 e la retta
coniugata s = σ(r). Per l’Esercizio 3.8, il punto F = r ∩ s è l’unico punto reale di
r ∪ s ed è quindi l’unico fuoco di C.

Esercizio 4.76

Sia C una conica non degenere di R2. Si mostri che:

(a) Se C è a centro e non è una circonferenza, uno degli assi di C contiene entrambi
i fuochi di C.

(b) Se C è una parabola, il fuoco F di C appartiene all’unico asse di C.

E Soluzione L’esercizio si risolve facilmente per via analitica, sfruttando un cambio
isometrico di coordinate che porti C in forma canonica e utilizzando le formule per
i fuochi dell’Esercizio 4.77. Proponiamo qui una soluzione di tipo sintetico.

(a) Per l’Esercizio 4.75, C ha due fuochi F1,F2 entrambi distinti dal centro O
di C. Inoltre, per il punto (f) dell’Esercizio 4.71, la conica C ha esattamente due
assi r1 e r2, mutuamente ortogonali. Per i = 1, 2 sia τi : R2 → R2 la riflessione
ortogonale rispetto alla retta ri. Per l’Esercizio 4.70, le isometrie τ1 e τ2 (e quindi
anche τ = τ1 ◦ τ2) mandano in sé C e preservano quindi l’insieme {F1,F2}. Poiché
r1 è ortogonale a r2, l’applicazione τ è una simmetria centrale il cui punto fisso
O = r1 ∩ r2 è il centro di C e dunque τ scambia tra loro F1 e F2. Ne segue che, ad
esempio, τ1 fissa F1 e F2 mentre τ2 li scambia. Dato che il luogo dei punti fissi di τ1
è r1, si ha che F1,F2 ∈ r1.

(b) Osserviamo che per il punto (f) dell’Esercizio 4.71 la conica C, essendo non
a centro, ammette un unico asse r. Per l’Esercizio 4.75, C ha un solo fuoco F , che
è perciò un punto fisso per qualunque isometria τ : R2 → R2 tale che τ(C) = C.
Applicando questa osservazione alla riflessione ortogonale rispetto a r si ha che F
appartiene a r.

Nota. Se C è una conica non degenere e a centro e non è una circonferenza, l’asse
che contiene i fuochi di C è detto asse focale. Se C è un’ellisse, l’asse focale è detto
anche asse maggiore, mentre se C è un iperbole è detto anche asse trasverso. In
entrambi i casi, l’asse focale interseca C in due vertici.
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Esercizio 4.77

In ciascuno dei casi (a), (b), (c), (d) sotto descritti, si determinino assi, vertici, fuochi
e direttrici della conica non degenere C di R2 definita dall’equazione f (x , y) = 0:

(a) f (x , y) = x2

a2 + y2

b2 − 1, con a > b > 0;

(b) f (x , y) = x2

a2 + y2

a2 − 1, con a > 0;

(c) f (x , y) = x2

a2 −
y2

b2 + 1, con a > 0, b > 0;

(d) f (x , y) = x2 − 2cy, con c > 0.

Soluzione (a) Poiché f (x , y) = f (−x ,−y), la conica C ha centro nell’origine
O = (0, 0) di R2. Inoltre, C è rappresentata dalla matrice

A =

⎛⎜⎝ −1 0 0

0 1
a2 0

0 0 1
b2

⎞⎟⎠ .

Essendo a 
= b, gli autospazi della matrice A =

⎛⎝ 1
a2 0

0 1
b2

⎞⎠ relativi ad autovalori

non nulli sono le rette generate da (1, 0) e da (0, 1). Poiché la retta polC([0, 1, 0]) ha
equazione x1 = 0 e la retta polC([0, 0, 1]) ha equazione x2 = 0, gli assi di C sono le
rette di equazione x = 0 e y = 0. Intersecando tali rette con C si ottengono i vertici
di C, che hanno coordinate

(a, 0), (−a, 0), (0, b), (0,−b).

Calcoliamo ora i fuochi di C. Sia CC la complessificata di C, e determiniamo le
rette di C2 la cui chiusura proiettiva è tangente a CC e passa per uno dei punti ciclici
I1 = [0, 1, i], I2 = [0, 1,−i]. La conica CC ha equazione b2x2

1 + a2x2
2− a2b2x2

0 = 0.
SeF1 è il fascio di rette di P2(C) di centro I1, l’insieme delle rette diF1 distinte dalla
retta impropria coincide con l’insieme delle rette rλ di equazione λx0+ix1−x2 = 0,
al variare di λ ∈ C. Sostituendo l’uguaglianza x2 = λx0 + ix1 nell’equazione di CC
si ottiene l’equazione

−(a2 − b2)x2
1 + 2λa2ix0x1 + a2(λ2 − b2)x2

0 = 0,

che ha una radice doppia se e solo se (λa2i)2+a2(a2−b2)(λ2−b2) = 0, ovvero se e
solo se λ = λ1 = −i

√
a2 − b2 oppure λ = λ2 = i

√
a2 − b2. Dunque, rλ è tangente

a CC se e solo se λ = λ1 o λ = λ2. Sia ora j = 1 o j = 2. Per l’Esercizio 3.8,
l’unico punto reale di rλj è dato da Fj = rλj ∩ σ(rλj ). Inoltre, poiché σ(CC) = CC,
la retta σ(rλj ) = σ(L(Fj , I1)) = L(Fj , I2) è tangente a CC. Dunque le rette isotrope
passanti per Fj sono tangenti a CC, per cuiFj è un fuoco di C. Sfruttando le equazioni
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di rλ1 e rλ2 sopra trovate, è ora immediato verificare che F1 e F2 hanno coordinate
affini

F1 =
(√

a2 − b2, 0
)
, F2 =

(
−
√

a2 − b2, 0
)
.

Inoltre, essendo gli unici punti reali che appartengono a rette passanti per I1 e tangenti
a CC, F1 e F2 sono i soli fuochi di C.

Infine, le direttrici r1 e r2 di C sono le parti affini delle rette pol(F1) e pol(F2)
e hanno quindi equazione rispettivamente

x =
a2

√
a2 − b2

, x = − a2

√
a2 − b2

.

(b) In questo caso C è una circonferenza. Inoltre, poiché f (x , y) = f (−x ,−y), il
centro di C è l’origine O = (0, 0) di R2. Per il punto (f) dell’Esercizio 4.71, gli assi
di C sono dati da tutte e sole le rette passanti per O, e tutti i punti del supporto di C
sono vertici.

Per il punto (b) dell’Esercizio 4.75, l’origine O è l’unico fuoco di C. Dunque la
polare del fuoco di C, coincidendo con la polare del centro di C, è la retta impropria,
per cui C non ha direttrici.

(c) Procedendo come al punto (a) simostra facilmente cheC ha centro nell’origine
O = (0, 0), e che gli assi di C sono le rette di equazione x = 0 e y = 0. Intersecando
tali rette con C si ottengono i vertici di C, che hanno coordinate

(0, b), (0,−b).

Per calcolare i fuochi di C, procediamo come nella soluzione del punto (a). Sia CC
la complessificata di C, e consideriamo le rette rλ di equazione λx0 + ix1 − x2 = 0,
al variare di λ ∈ C. Poiché CC ha equazione b2x2

1− a2x2
2 + a2b2x2

0 = 0, sostituendo
l’uguaglianza x2 = λx0 + ix1 nell’equazione di CC si ottiene l’equazione

(a2 + b2)x2
1 − 2λa2ix0x1 + a2(b2 − λ2)x2

0 = 0,

che ha una radice doppia se e solo se (λa2i)2 + a2(a2 + b2)(λ2− b2) = 0, ovvero se
e solo se λ = λ1 =

√
a2 + b2 oppure λ = λ2 = −

√
a2 + b2. Dunque, rλ è tangente

a CC se e solo se λ = λ1 o λ = λ2. Procedendo come nella soluzione di (a), si ottiene
che i fuochi di C coincidono con i punti rλ1 ∩ σ(rλ1) e rλ2 ∩ σ(rλ2), ovvero con i
punti

F1 =
(
0,
√

a2 + b2
)
, F2 =

(
0,−

√
a2 + b2

)
.

Infine, le direttrici r1 e r2 di C sono le parti affini delle rette pol(F1) e pol(F2)
e hanno quindi equazione rispettivamente

y =
b2

√
a2 + b2

, y = − b2

√
a2 + b2

.
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(d) La conica C è rappresentata dalla matrice

A =

⎛⎝ 0 0 −c
0 1 0
−c 0 0

⎞⎠ .

L’unico autospazio della matrice A =
(

1 0
0 0

)
relativo ad un autovalore non

nullo è la retta generata da (1, 0), per cui C ha un unico asse, di equazione x = 0.
Intersecando tale retta con C si ottiene il vertice di C, che coincide con l’origine O
di R2.

Determiniamo ora i fuochi di C (conformemente a quanto mostrato nel punto
(c) dell’Esercizio 4.75, mostreremo in effetti che C ha esattamente un fuoco). La
complessificata CC di C ha equazione x2

1 − 2cx0x2 = 0. Poiché C non è a centro,
la retta impropria è tangente a C. Pertanto, dato che I1 /∈ CC e CC è non degenere,
esiste esattamente una retta r ⊆ P2(C) distinta dalla retta impropria, contenente I1
e tangente a CC. Tale retta ha equazione λx0 + ix1 − x2 = 0 per qualche λ ∈ C.
Sostituendo l’uguaglianza x2 = λx0+ix1 nell’equazione di CC si ottiene l’equazione

x2
1 − 2icx0x1 − 2λcx2

0 = 0,

che, essendo c 
= 0, ha una radice doppia se e solo se λ = c
2 . La retta r ha pertanto

equazione cx0 + 2ix1− 2x2 = 0, per cui, essendo r ∩σ(r) = [2, 0, c], l’unico fuoco
di C è dato dal punto

F =
(
0,

c

2

)
.

Infine, la direttrice di C è la parte affine della retta pol(F), e ha pertanto equazione

y = −c

2
.

Esercizio 4.78 (Caratterizzazione metrica delle coniche)

Siano F1,F2 punti distinti di R2, sia r una retta di R2 tale che F1 /∈ r, e si indichi
con d l’usuale distanza euclidea.

(a) Dato κ >
d(F1,F2)

2 , sia

X = {P ∈ R2 | d(P,F1) + d(P,F2) = 2κ}.

Si mostri che X è il supporto di un’ellisse reale i cui fuochi coincidono con F1

e F2. Sia inoltre C un’ellisse reale che non sia una circonferenza. Si mostri che
il supporto di C coincide con il luogo dei punti del piano per cui la somma delle
distanze dai fuochi di C è costante.

(b) Dato κ ∈ R tale che 0 < κ <
d(F1,F2)

2 , sia

X = {P ∈ R2 | |d(P,F1)− d(P,F2)| = 2κ}.
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Si mostri che X è il supporto di un’iperbole i cui fuochi coincidono con F1 e F2.
Si mostri inoltre che il supporto di ogni iperbole C di R2 coincide con il luogo
dei punti del piano per cui il modulo della differenza delle distanze dai fuochi
di C è costante.

(c) Sia
X = {P ∈ R2 | d(P,F1) = d(P, r)}.

Si mostri che X è il supporto di una parabola avente F1 come fuoco e r come
direttrice. Si mostri inoltre che il supporto di ogni parabola C diR2 coincide con
il luogo dei punti del piano la cui distanza dal fuoco di C è uguale alla distanza
dalla direttrice di C.

Soluzione (a) A meno di cambiare coordinate tramite un’isometria di R2, possia-
mo supporre che i punti F1 e F2 abbiano coordinate rispettivamente (μ, 0) e (−μ, 0),
con μ > 0. Si ha allora μ < κ, ed il punto del piano di coordinate (x , y) appartiene
a X se e solo se √

(x − μ)2 + y2 +
√

(x + μ)2 + y2 = 2κ, (4.4)

ovvero se e solo se √
(x − μ)2 + y2 = 2κ−

√
(x + μ)2 + y2.

Elevando al quadrato entrambi i membri di questa equazione, dividendo per 4 e
riordinando i temini si ottiene l’equazione

κ2 + μx = κ
√

(x + μ)2 + y2.

Elevando nuovamente al quadrato, dopo qualche semplificazione si giunge all’equa-
zione

x2

κ2
+

y2

κ2 − μ2
= 1, (4.5)

e si può verificare che l’equazione (4.5) è in effetti equivalente all’equazione (4.4),
per cui, essendo κ > μ > 0, l’insieme X è il supporto di un’ellisse reale.

Dal punto (a) dell’Esercizio 4.77 si deduce poi che i fuochi dell’ellisse di equazio-
ne4.5 sono i punti (

√
κ2 − (κ2 − μ2), 0) = (μ, 0) = F1 e (−

√
κ2 − (κ2 − μ2), 0) =

(−μ, 0) = F2, come voluto.
Sia ora C un’ellisse reale che non sia una circonferenza. Per il Teorema 1.8.8 è

possibile scegliere coordinate euclidee rispetto alle quali C abbia equazione x2

a2 +

y2

b2 = 1, con a > b > 0. Siano F1 = (
√

a2 − b2, 0), F2 = (−
√

a2 − b2, 0) i fuochi

di C (cfr. Esercizio 4.77). I calcoli appena svolti mostrano che l’insieme

{P ∈ R2 | d(P,F1) + d(P,F2) = 2a}
coincide con il supporto di C, e ciò conclude la dimostrazione di (a).

(b)Ameno di cambiare coordinate tramite un’isometria diR2, possiamo supporre
che i punti F1 e F2 abbiano coordinate rispettivamente (0,μ) e (0,−μ), con μ > 0.
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Si ha allora μ > κ, ed il punto del piano di coordinate (x , y) appartiene a X se e solo
se ∣∣∣√x2 + (y − μ)2 −

√
x2 + (y + μ)2

∣∣∣ = 2κ, (4.6)

ovvero se e solo se(√
x2 + (y − μ)2 −

√
x2 + (y + μ)2

)2
= 4κ2.

Quest’ultima equazione è a sua volta equivalente a

x2 + y2 + μ2 − 2κ2 =
√

(x2 + (y − μ)2)(x2 + (y + μ)2).

Elevando al quadrato entrambi i membri di questa equazione, dopo numerose ma
ovvie semplificazioni si giunge all’equazione

x2

μ2 − κ2
− y2

κ2
+ 1 = 0, (4.7)

che è in effetti equivalente all’equazione (4.6). Poiché μ > κ > 0, se ne deduce che
X è il supporto di un’iperbole.

Dal punto (d) dell’Esercizio 4.77 si deduce poi che i fuochi dell’iperbole di equa-
zione4.7 sono i punti (0,

√
κ2 + (μ2 − κ2))=(0,μ) = F1 e (0,−

√
κ2 + (μ2 − κ2))

= (0,−μ) = F2, come voluto.
Sia ora C un’iperbole di R2. Per il Teorema 1.8.8 è possibile scegliere coordinate

euclidee rispetto alle quali C abbia equazione x2

a2 −
y2

b2 +1 = 0, con a > 0, b > 0. Se

F1 = (0,
√

a2 + b2), F2 = (0,−
√

a2 + b2) sono i fuochi di C (cfr. Esercizio 4.77),
i calcoli appena svolti mostrano che l’insieme

{P ∈ R2 | |d(P,F1)− d(P,F2)| = 2b}
coincide con il supporto di C. Dunque il supporto di ogni iperbole coincide con il
luogo dei punti del piano per cui il modulo della differenza delle distanze dai fuochi
è costante.

(c)Ameno di cambiare coordinate tramite un’isometria diR2, possiamo supporre
che esista μ > 0 tale che F1 abbia coordinate (0,μ) ed r abbia equazione y = −μ.
Allora il punto del piano di coordinate (x , y) appartiene a X se e solo se√

x2 + (y − μ)2 = |y + μ|,
ovvero se e solo se

x2 + (y − μ)2 = (y + μ)2.

Tale condizione è a sua volta equivalente all’equazione

x2 − 4μy = 0.

Dal punto (d) dell’Esercizio 4.77 si deduce allora che X è il supporto di una parabola
avente F1 come fuoco e r come direttrice.

Sia ora C una parabola diR2. Per ilTeorema 1.8.8 è possibile scegliere coordinate
euclidee su R2 rispetto alle quali C abbia equazione x2 − 2cy = 0 con c > 0. Se
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F =
(
0, c

2

)
e la retta r di equazione y = −c

2 sono rispettivamente il fuoco e la

direttrice di C (cfr. Esercizio 4.77), i calcoli appena svolti mostrano che l’insieme

{P ∈ R2 | d(P,F) = d(P, r)}

coincide con il supporto di C. Se ne deduce che il supporto di ogni parabola di R2

coincide con il luogo dei punti del piano le cui distanze dal fuoco e dalla direttrice
sono uguali.

Esercizio 4.79 (Eccentricità di una conica)

Sia C una conica non degenere di R2 e si supponga che C non sia una circonferenza.
Siano F un fuoco di C e r la relativa direttrice.

(a) Si provi che F 
∈ C e che r non interseca C.
(b) Si provi che esiste una costante reale positiva e, detta eccentricità della conica,

tale che
d(P,F)
d(P, r)

= e ∀P ∈ C,

e si verifichi che risulta e = 1 se C è una parabola, e < 1 se C è un’ellisse, e > 1
se C è un’iperbole.

(c) Nel caso in cui C non è una parabola, F1,F2 sono i suoi fuochi e V1,V2 sono
i vertici di C che giacciono sulla retta L(F1,F2) (cfr. Esercizio 4.76 e Nota
successiva), si provi che

e =
d(F1,F2)
d(V1,V2)

.

Soluzione (a) Indichiamo con I1 e I2 i punti ciclici del piano euclideo; siaD = CC
la complessificata di C e sia D la sua chiusura proiettiva. Per quanto visto nella
soluzione dell’Esercizio 4.75, il fuoco F è intersezione di una retta propria r di
P2(C) uscente da I1 e tangente a D in un punto proprio Q e della retta σ(r) uscente
da I2 e tangente a D nel punto σ(Q). Inoltre Q 
= σ(Q) e r 
= σ(r). Pertanto dal
punto F escono due rette distinte tangenti aD; di conseguenza F 
∈ D e in particolare
F 
∈ C.

Inoltre, dal fatto che F = polD(Q) ∩ polD(σ(Q)) segue che polD(F) =
L(Q,σ(Q)). Pertanto polD(F) interseca D nei punti non reali Q e σ(Q), e dunque
la direttrice relativa a F non interseca C.

Nel caso in cui C è una parabola, (b) segue immediatamente dal punto (c)
dell’Esercizio 4.78 prendendo e = 1.

Proviamo ora (b) e (c) nel caso in cui C è un’ellisse che non sia una circonferenza.

Per il Teorema 1.8.8 possiamo supporre che C abbia equazione x2

a2 + y2

b2 = 1, con

a > b > 0. Per il punto (a) dell’Esercizio 4.77 i fuochi di C sono i punti

F1 =
(√

a2 − b2, 0
)
, F2 =

(
−
√

a2 − b2, 0
)
,
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e le equazioni delle direttrici r1 e r2 relative a tali fuochi sono rispettivamente

x =
a2

√
a2 − b2

, x = − a2

√
a2 − b2

.

Sia ora P = (x0, y0) ∈ C; poiché le coordinate di P verificano l’equazione di C,
si ha y2

0 = b2 − b2

a2 x2
0. Se prendiamo ad esempio F = F1 e r = r1 si ha allora

d(P,F)2 =
(

x0 −
√

a2 − b2
)2

+ y2
0 =

(
1− b2

a2

)
x2
0 − 2

√
a2 − b2 x0 + a2

e

d(P, r)2 =
(

x0 −
a2

√
a2 − b2

)2

= x2
0 − 2

a2x0√
a2 − b2

+
a4

a2 − b2
.

Poiché
a2 − b2

a2
d(P, r)2 = d(P,F)2,

basta allora prendere

e =
√

a2 − b2

a

per avere che e2d(P, r)2 = d(P,F)2, e dunque d(P,F) = e d(P, r) per ogni punto
P ∈ C, come voluto. Si noti che risulta e < 1.

Un calcolo analogomostra che, con la stessa scelta di e, si ha anche
d(P,F2)
d(P, r2)

= e.

Osserviamo inoltre che, sempre per l’Esercizio 4.77, i vertici V1,V2 di C che
giacciono sulla retta L(F1,F2) sono i punti V1 = (a, 0), V2 = (−a, 0), per cui

e = d(F1,F2)
d(V1,V2)

.

Infine proviamo (b) e (c) quando C è un’iperbole. In questo caso possiamo sup-

porre che C abbia equazione x2

a2 −
y2

b2 + 1 = 0, con a > 0, b > 0. Per il punto (c)

dell’Esercizio 4.77 i fuochi di C sono i punti

F1 =
(
0,
√

a2 + b2
)
, F2 =

(
0,−

√
a2 + b2

)
,

e le equazioni delle direttrici r1 e r2 relative a tali fuochi sono rispettivamente

y =
b2

√
a2 + b2

, y = − b2

√
a2 + b2

.

Sia ora P = (x0, y0) ∈ C; poiché le coordinate di P verificano l’equazione di C,
si ha x2

0 = a2

b2 y2
0 − a2. Se prendiamo ad esempio F = F1 e r = r1 si ha allora

d(P,F)2 = x2
0 +

(
y0 −

√
a2 + b2

)2
=
(
1 +

a2

b2

)
y2
0 − 2

√
a2 + b2 y0 + b2



4. Esercizi e soluzioni 255

e

d(P, r)2 =
(

y0 −
b2

√
a2 + b2

)2

= y2
0 − 2

b2y0√
a2 + b2

+
b4

a2 + b2
.

Poiché
a2 + b2

a2
d(P, r)2 = d(P,F)2,

basta allora prendere

e =
√

a2 + b2

b

per avere che e2d(P, r)2 = d(P,F)2, e dunque d(P,F) = e d(P, r) per ogni punto
P ∈ C, come voluto. In questo caso risulta e > 1.

Un calcolo analogomostra che, con la stessa scelta di e, si ha anche
d(P,F2)
d(P, r2)

= e.

Infine, sempre per l’Esercizio 4.77, i vertici V1,V2 di C che giacciono sulla retta

L(F1,F2) sono i punti V1 = (0, b), V2 = (0,−b), per cui e = d(F1,F2)
d(V1,V2)

.

Nota. Nell’Esercizio 4.78 si è visto che, dati un punto F ∈ R2 e una retta r non
passante per F , l’insieme X = {P ∈ R2 | d(P,F) = d(P, r)} è il supporto di una
parabola. Più in generale con facili calcoli si può verificare che, dato un numero reale
positivo e, l’insieme X = {P ∈ R2 | d(P,F) = e d(P, r)} è il supporto di una conica
non degenere che è un’ellisse se e < 1, un’iperbole se e > 1 ed evidentemente una
parabola se e = 1.

Esercizio 4.80

Si consideri la conica C di R2 di equazione

5x2 + 5y2 − 10x − 8y + 8xy − 4 = 0.

(a) Si determini la forma canonica affine di C.
(b) Si determinino la forma canonica metrica D di C e un’isometria ϕ tale che

ϕ(D) = C.
(c) Si determinino assi, vertici, fuochi e direttrici di C.

Soluzione (a) Ricordiamo (cfr. 1.8.5) che la coppia (sign(A), sign(A)) è un si-
stema completo di invarianti affini, la cui conoscenza determina la forma canonica
affine della conica.

Nel caso in esame la conica C è rappresentata dalla matrice simmetrica

A =
(

c tB
B A

)
=

⎛⎝ −4 −5 −4
−5 5 4
−4 4 5

⎞⎠ .

Poiché det A = 9, trA = 10 e det A = −81, si ottiene subito che sign(A) = (2, 0)
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e sign(A) = (2, 1). Pertanto C è un’ellisse reale e la sua forma canonica affine ha
equazione x2 + y2 = 1.

(b) Per ridurre C a forma canonica metrica, come primo passo diagonalizziamo
la matrice A per mezzo di una matrice ortogonale. Gli autovalori di A sono 1 e 9 e

una base ortonormale di autovettori di A è costituita dai vettori v1 =
(

1√
2
,− 1√

2

)
e v2 =

(
1√
2
, 1√

2

)
. Sia ψ l’isometria lineare di R2 che trasforma la base canonica

nella base{v1, v2}; pensandoψ comeun’affinità e usando la notazionefissata in 1.8.5,
ψ è rappresentata dalla matrice

Mψ =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0

0 1√
2

1√
2

0 − 1√
2

1√
2

⎞⎟⎟⎠ .

Pertanto la conica C1 = ψ−1(C) è rappresentata dalla matrice

A1 = tMψAMψ =

⎛⎜⎜⎜⎝
−4 − 1√

2
− 9√

2
− 1√

2
1 0

− 9√
2

0 9

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Risolvendo il sistema lineare A1

(
x
y

)
= −B1, ossia

(
1 0
0 9

)(
x
y

)
=

⎛⎝ 1√
2
9√
2

⎞⎠,

si ricava (cfr. 1.8.5) che la conica C1 ha come centro il punto C1 =
(

1√
2
, 1√

2

)
.

Possiamo dunque eliminare la parte lineare dell’equazione utilizzando la traslazio-

ne τ(X ) = X + C1. Posto Mτ =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0
1√
2

1 0

1√
2

0 1

⎞⎟⎟⎠, la conica D = τ−1(C1) è

rappresentata allora dalla matrice

A2 = tMτA1Mτ =

⎛⎝ −9 0 0
0 1 0
0 0 9

⎞⎠ .

Abbiamocosı̀ ricavato che la forma canonicametricaD diC ha equazione x2

9 +y2 = 1
e che l’isometria ϕ = ψ ◦ τ ha la proprietà che ϕ(D) = C.

(c) Per l’Esercizio 4.77 la conica D ha come centro l’origine (0, 0), come assi
le rette di equazione x = 0 e y = 0, come vertici i punti (3, 0), (−3, 0), (0, 1) e
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(0,−1); inoltre i suoi fuochi sono i punti (2
√
2, 0) e (−2

√
2, 0), e le direttrici sono

le rette di equazione x = 9
2
√
2
e x = − 9

2
√
2
.

Utilizzando il fatto che l’isometriaϕ trasforma il centro, gli assi, i vertici, i fuochi
e le direttrici di D rispettivamente in quelli di C, si ricava subito che:
– il centro di C è il punto C = ϕ(0, 0) = ψ(τ(0, 0)) = (1, 0);
– gli assi di C sono le rette a1 = {x + y − 1 = 0} e a2 = {x − y − 1 = 0};
– i vertici sono i punti

V1 = ϕ(3, 0) =
(
1 +

3√
2
,− 3√

2

)
, V2 = ϕ(−3, 0) =

(
1− 3√

2
,

3√
2

)
,

V3 = ϕ(0, 1) =
(
1 +

1√
2
,

1√
2

)
, V4 = ϕ(0,−1) =

(
1− 1√

2
,− 1√

2

)
;

– i fuochi di C sono i punti

F1 = ϕ(2
√
2, 0) = (3,−2), F2 = ϕ(−2

√
2, 0) = (−1, 2);

– le direttrici sono le rette

d1 = {2x − 2y − 11 = 0}, d2 = {2x − 2y + 7 = 0}.
Osserviamo fra l’altro che, una volta determinati i fuochi, il centro poteva essere
determinato anche come punto medio del segmento F1F2, un asse come la retta
L(F1,F2), l’altro asse come la retta ortogonale a L(F1,F2) e passante per il centro,
i vertici come le intersezioni degli assi con la conica.

Nota (Invarianti metrici per coniche).Nel caso in cui l’esercizio non avesse espli-
citamente richiesto di determinare un’isometriaϕ tra la conica C e la sua forma cano-
nica metrica D, si sarebbe potuto individuare un’equazione diD con considerazioni
sul modo in cui cambia la matrice associata a C attraverso un’isometria.

Infatti, se C ha equazione tX̃AX̃ = 0 e se ϕ(X ) = MX + N è un’isometria di

R2 rappresentata dalla matrice MN =
(

1 0 0
N M

)
con M ∈ O(2), sappiamo

(cfr. 1.8.5) che la conica ϕ−1(C) è rappresentata dalla matrice A′ = tMN A MN e,
in particolare, A′ = tMAM . Poiché M è ortogonale, allora A′ = M−1AM , ossia
la matrice A cambia per similitudine. È dunque possibile determinare una matrice

diagonale A′ =
(
λ1 0
0 λ2

)
simile ad A utilizzando semplicemente la traccia e il

determinante di A, evitando il calcolo esplicito della matrice ortogonale M . Inoltre,
poiché det MN = ±1, si ha che det A′ = det A.

A questo punto, limitandoci per semplicità al caso di coniche non degeneri,
utilizziamo il fatto che attraverso un’isometria è possibile trasformare C nella conica

rappresentata da una matrice del tipo A′ =

⎛⎝ c 0 0
0 λ1 0
0 0 λ2

⎞⎠ se C è a centro, o da

una matrice del tipo A′ =

⎛⎝ 0 0 c
0 λ1 0
c 0 0

⎞⎠ se C è una parabola.
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Nel primo caso è possibile determinare c usando il fatto che det A′ = det A e
poi determinare la forma canonica metrica di C (cfr. Teorema 1.8.8) scegliendo un
opportunomultiplo di A′ ed eventualmente scambiando le coordinate con l’isometria
lineare (x , y) �→ (y, x).

Nel secondo caso (quello in cui C è una parabola), si ha det A′ = det A = −λ1c2

e dunque c2 = −det A
λ1

. Inoltre le matrici

⎛⎝ 0 0 c
0 λ1 0
c 0 0

⎞⎠ e

⎛⎝ 0 0 −c
0 λ1 0
−c 0 0

⎞⎠
sono congruenti, per cui se λ1 è positivo (risp. negativo) basta scegliere come valore

di c la radice quadrata negativa (risp. positiva) di −det A
λ1

in modo che la forma

canonica metrica di C sia quella rappresentata dalla matrice

⎛⎜⎝ 0 0 c
λ1

0 1 0
c
λ1

0 0

⎞⎟⎠.

Nel caso particolare dell’esercizio si ha trA = 10 e det A = 9, per cui il poli-
nomio caratteristico di A è t2 − 10t + 9 e gli autovalori di A sono dunque 1 e 9. La
conica C, essendo a centro, è metricamente equivalente alla conica rappresentata da

A′ =

⎛⎝ c 0 0
0 1 0
0 0 9

⎞⎠ dove determiniamo c attraverso la condizione det A′ = det A,

ossia 9c = −81 e dunque c = −9. Ritroviamo cosı̀ che la forma canonica metrica

di C ha equazione x2

9 + y2 = 1.

A questo punto completiamo le osservazioni precedenti vedendo come si poteva-
no calcolare i dati richiesti nel punto (c) dell’esercizio senza utilizzare la conoscenza
di un’isometria tra la conica e la sua forma canonica metrica.

Il centro C = (1, 0) è subito calcolato risolvendo il sistema A

(
x
y

)
= −B.

La matrice A ha come autospazi le rette generate dai vettori (1,−1) e (1, 1).
Poiché polC([0, 1,−1]) = {−x0+x1−x2 = 0} e polC([0, 1, 1]) = {−x0+x1+x2 =
0}, gli assi di C sono le rette di equazione x − y − 1 = 0 e x + y − 1 = 0.

Intersecando tali rette con la conica troviamo che i vertici di C sono i punti

V1 =
(
1 + 3√

2
,− 3√

2

)
,V2 =

(
1− 3√

2
, 3√

2

)
,V3 =

(
1 + 1√

2
, 1√

2

)
e V4 =(

1− 1√
2
,− 1√

2

)
.

Calcoliamo ora i fuochi di C come i punti di R2 in cui si intersecano le rette
isotrope aventi chiusura proiettiva tangente alla complessificata di C (cfr. 1.8.7).

Le rette affini di C2 aventi come punto improprio il punto ciclico I1 = [0, 1, i]
hanno equazione y = ix − a al variare di a ∈ C; quelle aventi chiusura proiettiva
tangente a CC corrispondono ai valori a = 2 + 3i e a = −2 − i, per cui otteniamo
le rette l1 = {y = ix − 2− 3i} e l2 = {y = ix + 2 + i}.

Le rette di C2 con punto improprio il punto ciclico I2 = [0, 1,−i] e con chiusura
proiettiva tangente a CC sono le coniugate delle rette l1, l2 (cfr. Esercizio 4.75), ossia
sono le rette l3 = σ(l1) = {y = −ix − 2 + 3i} e l4 = σ(l2) = {y = −ix + 2− i}.
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Si ottengono cosı̀ come fuochi i punti

F1 = l1 ∩ l3 = (3,−2), F2 = l2 ∩ l4 = (−1, 2).

Le direttrici d1 e d2 sono le parti affini delle rette polC(F1) e polC(F2) e sono
dunque le rette di equazione rispettivamente 2x − 2y − 11 = 0 e 2x − 2y + 7 = 0.

Esercizio 4.81

Si determinino la forma canonica affine e quella metrica della conica C di R2 di
equazione x2 + y2 + 6xy + 2x + 6y − 2 = 0.

Soluzione La conicaC è rappresentata dallamatrice simmetrica

⎛⎝−2 1 3
1 1 3
3 3 1

⎞⎠ .

Questa matrice, avendo determinante positivo e non essendo definita positiva, ha se-
gnatura (1, 2). Per rispettare la convenzione fatta di rappresentare la conica attraverso
unamatrice A tale che i+(A) ≥ i−(A) e i+(A) ≥ i−(A), moltiplichiamo l’equazione
della conica per −1 in modo tale che essa sia rappresentata dalla matrice

A =

⎛⎝ 2 −1 −3
−1 −1 −3
−3 −3 −1

⎞⎠
per la quale si ha sign(A) = (2, 1). Poiché det A = −8, si deduce subito che
sign(A) = (1, 1). La conica C è dunque un’iperbole e la sua forma canonica affine
ha equazione x2 − y2 + 1 = 0.

Per determinare la forma canonica metrica, utilizziamo le considerazioni svolte
nellaNota successiva all’Esercizio 4.80. Poiché trA = −2, il polinomio caratteristico
di A è t2 +2t−8 e dunque gli autovalori di A sono 2 e−4. La conica è dunque metri-

camente equivalente all’iperbole rappresentata dalla matrice A′ =

⎛⎝ c 0 0
0 2 0
0 0−4

⎞⎠
dove c è determinato dalla condizione det A′ = det A, ossia −8c = −24 e dunque
c = 3.La formacanonicametrica diC risulta cosı̀ avere equazione 2

3x2−4
3y2+1 = 0.

Esercizio 4.82

Al variare di α in R si consideri la conica Cα di R2 di equazione

x2 + αy2 + 2(1− α)x − 2αy + α+ 1 = 0.

(a) Si determini il tipo affine di Cα al variare di α in R.
(b) Si determinino i valori di α ∈ R per i quali Cα è metricamente equivalente alla

conica D di equazione 3x2 + y2 − 6x − 2y + 1 = 0.
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Soluzione (a) La conica Cα è rappresentata dalla matrice

Aα =

⎛⎝ 1 + α 1− α −α
1− α 1 0
−α 0 α

⎞⎠ .

Per determinare il tipo affine di Cα è sufficiente calcolare sign(Aα) e sign(Aα).
Poiché

trAα = 1 + α, det Aα = α, det Aα = α2(2− α),

si ottiene:

– seα < 0, dopo avermoltiplicato per−1 l’equazione diCα si ha che sign(−Aα) =
(1, 1) e sign(−Aα) = (2, 1), per cui Cα è un’iperbole;

– se α = 0, la matrice A0 ha rango 1, per cui C0 è doppiamente degenere (in effetti
la sua equazione risulta (x + 1)2 = 0);

– se 0 < α < 2, si ha sign(Aα) = (2, 0) e sign(Aα) = (3, 0), per cui Cα è
un’ellisse immaginaria;

– se α = 2, si ha sign(A2) = (2, 0) e sign(A2) = (2, 0), per cui C2 è una conica
semplicemente degenere il cui supporto reale è costituito da un unico punto;

– se α > 2, si ha sign(Aα) = (2, 0) e sign(Aα) = (2, 1), e allora Cα è un’ellisse
reale.

(b) Per il Teorema 1.8.8 di classificazione metrica le coniche Cα e D sono me-
tricamente equivalenti se e solo se hanno la stessa forma canonica metrica. Pertanto
un modo di risolvere l’esercizio sarebbe quello di determinare le rispettive forme
canoniche e poi confrontarle.

Peraltro nella Nota successiva all’Esercizio 4.80 abbiamo visto che è possibi-
le determinare la forma canonica metrica di una conica non degenere attraverso la
conoscenza di trA, det A e det A.Adattando quelle considerazioni al problema di de-
cidere se due conicheC eD di equazioni rispettivamente tX̃AX̃ = 0 e tX̃A′X̃ = 0 sono
metricamente equivalenti, osserviamo che, se esiste un’isometria ϕ(X ) = MX + N
che trasformaD in C, allora esiste un numero reale ρ 
= 0 tale che tMNA MN = ρA′.
Essendo M ortogonale, la matrice A è simile alla matrice ρA′ e dunque trA = ρ trA′

e det A = ρ2 det A′. Inoltre, poiché det MN = ±1, si ha det A = ρ3 det A′. Se
ad esempio trA 
= 0, risultano cosı̀ invarianti per isometria, o invarianti metrici, le

quantità det A
(trA)2

e det A
(trA)3

.

D’altra parte se esiste ρ 
= 0 tale che trA = ρ trA′, det A = ρ2 det A′ e
det A = ρ3 det A′, a meno di dividere per ρ l’equazione di C possiamo supporre che
la terna (trA,det A,det A) coincida con la terna (trA′,det A′,det A′). Per quanto
ricordato sopra, se C e D non sono degeneri, possiamo allora concludere che esse
hanno la stessa forma canonica metrica e quindi per transitività sono metricamente
equivalenti.
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Tornando al caso concreto dell’esercizio, la conicaD è rappresentata dallamatrice

A′ =

⎛⎝ 1 −3 −1
−3 3 0
−1 0 1

⎞⎠
per la quale si ha trA′ = 4, det A′ = 3 e det A′ = −9. Ne segue subito che D è non
degenere e, più precisamente, che è un’ellisse reale.

Vediamo dunque per quali valori di α esiste ρ 
= 0 tale che trAα = ρ trA′,
det Aα = ρ2 det A′ e det Aα = ρ3 det A′, ossia tale che

1 + α = 4ρ, α = 3ρ2, α2(2− α) = −9ρ3.

Con facili calcoli si ricava che gli unici valori che soddisfano le tre equazioni sono
ρ = 1 eα = 3. Pertanto per le considerazioni precedenti l’unica conica della famiglia
metricamente equivalente aD è la conica C3 di equazione x2+3y2−4x−6y+4 = 0.

Esercizio 4.83

Si verifichi che la conica C ottenuta come intersezione del piano H diR3 di equazione
x + y + z = 0 e della quadrica di Q di R3 di equazione

f (x , y, z) = xy − 2xz + yz + 2x − y + 2z − 1 = 0

è un’iperbole e se ne determinino il centro e gli asintoti.

Soluzione I punti di H sono del tipo (x , y,−x−y) e l’applicazione ϕ : H → L =
{z = 0} definita da ϕ(x , y,−x−y) = (x , y, 0) è un isomorfismo affine che permette
di utilizzare su H il sistema di coordinate affini (x , y) di L. Rispetto a tale sistema
di coordinate la conica C = Q∩ H ha equazione

g(x , y) = f (x , y,−x − y) = 2x2 − y2 + 2xy − 3y − 1 = 0.

Equivalentemente possiamo pensare g(x , y) = 0 come l’equazione della conica
C′ = ϕ(C) del piano z = 0.

Poiché ϕ è un isomorfismo affine, per determinare il tipo affine di C è sufficiente
determinare quello della conica C′ rappresentata dalla matrice simmetrica

A′ =
(

c′ tB′

B′ A′

)
=

⎛⎝ −2 0 −3
0 4 2
−3 2 −2

⎞⎠ .

Poiché det A′ = −12 e det A′ 
= 0, si riconosce subito che C′ è un’iperbole e dunque
anche C lo è.

Visto che C′ è una conica a centro e che il concetto di centro è invariante per
affinità, anche C è una conica a centro e, più precisamente, l’isomorfismo affine ϕ
trasforma il centro di C nel centro di C′.
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Risolvendo il sistema lineare A′
(

x
y

)
=
(

0
3

)
si ricava che il centro di C′ è

il punto
(
1
2 ,−1

)
; pertanto il centro di C è il punto ϕ−1

(
1
2 ,−1

)
=
(
1
2 ,−1, 12

)
.

Anche il concetto di asintoto è invariante per affinità per cui possiamo calcolare
gli asintoti di C come i trasformati degli asintoti di C′ attraverso l’isomorfismo affine
ϕ−1. Ora, i punti all’infinito di C′ sono R = [0,

√
3 − 1, 2] e S = [0,−

√
3 − 1, 2].

CalcolandopolC′(R) epolC′(S), risulta che gli asintoti di C′ sono le rette di equazione

4
√
3 x + (2

√
3− 6)y − 6 = 0 e 4

√
3 x + (2

√
3 + 6)y + 6 = 0

(che si intersecano nel centro
(
1
2 ,−1

)
). Dunque gli asintoti di C sono le rette di R3

di equazioni{
4
√
3 x + (2

√
3− 6)y − 6 = 0

x + y + z = 0

{
4
√
3 x + (2

√
3 + 6)y + 6 = 0

x + y + z = 0
.

Esercizio 4.84

Per i = 1, . . . , 5 si determini il tipo affine della quadrica Qi di R3 di equazione
fi(x , y, z) = 0 dove:

(a) f1(x , y, z) = x2 + 3y2 + z2 + 2yz − 2x − 4y + 2;
(b) f2(x , y, z) = 2x2 − y2 − 2z2 + xy − 3xz + 3yz − x − 4y + 7z − 3;
(c) f3(x , y, z) = x2 + y2 − 2xy − 4x − 4y − 2z + 4;
(d) f4(x , y, z) = 2x2 + y2 − 2z2 + 2xz − 10x − 4y + 10z − 6;
(e) f5(x , y, z) = 4x2 + y2 + z2 − 4xy + 4xz − 2yz − 4x + 2y − 2z + 1.

Soluzione (a) Usando la convenzione fissata in 1.8.5, la quadricaQ1 è rappresen-
tata dalla matrice

A1 =

⎛⎜⎜⎝
2 −1 −2 0
−1 1 0 0
−2 0 3 1
0 0 1 1

⎞⎟⎟⎠ .

Si ha det A1 = 2, det A1 = −2, sign(A1) = (3, 0) e sign(A1) = (3, 1). DallaTabella
1.2 (cfr. 1.8.8) si deduce dunque che Q1 è un ellissoide reale.

(b) La matrice

A2 =

⎛⎜⎜⎝
−6 −1 −4 7
−1 4 1 −3
−4 1 −2 3
7 −3 3 −4

⎞⎟⎟⎠ ,

che rappresenta Q2, ha rango 2. La retta di equazioni x = 0, z = 0 interseca Q2

esattamente nei punti M = (0,−1, 0) e N = (0,−3, 0), e in particolare non è
contenuta nella quadrica. Ciò assicura che il supporto di Q2 è unione di due piani
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distinti.Tali piani sono allora i piani tangenti aQ2 rispettivamente inM eN .Troviamo
cosı̀ che la quadrica si spezza nei piani TM (Q2) = {x + y − 2z + 1 = 0} e
TN (Q2) = {2x−y + z−3 = 0}. Alternativamente si può calcolare la retta dei punti
singolari Sing(Q2) e poi individuare le componenti irriducibili della quadrica come
i piani L(Sing(Q2),M) e L(Sing(Q2),N).

(c) Sia A3 la matrice simmetrica che rappresenta Q3. Possiamo evidentemente
riconoscere il tipo affine di Q3 osservando che rk A3 = 3 e det A3 = 0, per cui
Q3 è un cilindro: infatti, essendo degenere, Q3 è un cono oppure un cilindro, ma la
possibilità che sia un cono è esclusa dall’Esercizio 4.68. Più precisamente, poiché
la conicaQ3 ∩H 0 ha equazione x2

1 + x2
2 − 2x1x2 = (x1 − x2)2 = 0 ed è quindi una

retta doppia, deduciamo che Q3 è un cilindro parabolico.
Alla stessa conclusione si può giungere ad esempio osservando che la derivata

rispetto a z del polinomio f3 non si annulla mai e dunque nessun punto di Q3 è
singolare. In particolare il punto R = (0, 0, 2) è un punto liscio della quadrica.
Calcolando polQ3

([1, 0, 0, 2]), otteniamo che il piano tangente TR(Q3) ha equazione
2x + 2y + z − 2 = 0.

Controlliamo la natura della conica Q3 ∩ TR(Q3) procedendo come nell’Eser-
cizio 4.83. L’immagine di Q3 ∩ TR(Q3) sul piano z = 0 attraverso l’isomorfismo
affine (x , y,−2x − 2y + 2) �→ (x , y, 0) è la conica di equazione

g3(x , y) = f3(x , y,−2x − 2y + 2) = (x − y)2 = 0.

Tale conica, e dunque anche Q3 ∩ TR(Q3), è una retta doppia, per cui R è un punto
parabolico. Allora (cfr. 1.8.4) necessariamente Q3 è una quadrica di rango 3, ossia
un cono o un cilindro. Avendo già osservato che nessun punto della quadrica affine è
singolare, evidentemente Q3 è un cilindro. Poiché la sua quadrica all’infinito è una
retta doppia, la quadrica è un cilindro parabolico.

(d) La matrice simmetrica A4 che rappresenta Q4 ha determinante nullo mentre
det A4 
= 0. L’Esercizio 4.68 assicura allora che Q4 è un cono (in effetti si calcola
facilmente che Sing(Q4) = {[1, 1, 2, 3]} per cui Q4 è un cono di vertice V =
(1, 2, 3)). Per decidere se si tratta di un cono reale o immaginario, basta vedere se
il supporto della quadrica contiene almeno un altro punto reale oltre V. Ad esempio
la retta di equazioni x = z = 0 interseca Q4 nei punti (0, y, 0) con y soluzione
dell’equazione y2 − 4y − 6 = 0. Poiché tale equazione ha due radici reali distinte,
si riconosce che Q4 è un cono reale.

Allo stesso risultato si poteva evidentemente arrivare calcolando che sign(A4) =
(2, 1) e sign(A4) = (2, 1) e utilizzando la Tabella 1.2 di 1.8.8.

(e) La matrice simmetrica A5 che rappresentaQ5 ha rango 1, per cui la quadrica
è un piano doppio. Poiché tale piano coincide con il luogo singolare della quadrica,
per determinarlo basta calcolare Sing(Q5) che risulta essere il piano di equazione
2x − y + z − 1 = 0.
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Esercizio 4.85

Si considerino le quadriche Q1 e Q2 di R3 rispettivamente di equazione

x2 + 3y2 + 3z2 + 2yz − 2x = 0 e x2 + y2 + 2z2 − 2xy + 3z − x − y + 1 = 0.

Si verifichi che sono quadriche non degeneri e se ne determinino il tipo affine e i
piani principali.

Soluzione La quadrica Q1 è rappresentata dalla matrice

A1 =

⎛⎜⎜⎝
0 −1 0 0
−1 1 0 0
0 0 3 1
0 0 1 3

⎞⎟⎟⎠ .

Poiché A1 è definita positiva e det A1 < 0, si deduce che la quadrica è un ellissoide
reale.

Una volta scoperto cheA1 è definita positiva, si poteva arrivare alla stessa conclu-
sione anche in un altromodo. Infatti la conica impropria diQ1, essendo rappresentata
dalla matrice definita positiva A1, è priva di punti reali. Pertanto Q1 può solo essere
un ellissoide reale o un ellissoide immaginario o un cono immaginario. Ma Q1 non
può essere un ellissoide immaginario né un cono immaginario perché l’origine è un
punto liscio del supporto.

Per calcolare i piani principali diQ1 vediamo che A1 ha autovalori 1, 2, 4 e che gli
autospazi relativi sono le rette generate rispettivamente dai vettori (1, 0, 0), (0, 1,−1)
e (0, 1, 1). Calcolando dunque le polari rispetto aQ1 dei punti [0, 1, 0, 0], [0, 0, 1,−1]
e [0, 0, 1, 1] otteniamo che la quadrica ha come piani principali i piani di equazione
x = 1, y − z = 0 e y + z = 0.

Dall’esame della matrice

A2 =

⎛⎜⎜⎝
2 −1 −1 3
−1 2 −2 0
−1 −2 2 0
3 0 0 4

⎞⎟⎟⎠
si ricava facilmente che Q2 è un paraboloide ellittico (det A2 = 0 e det A2 < 0,
cfr. 1.8.8).

La matrice A2 ha, oltre all’autovalore nullo, l’autovalore 4 di molteplicità 2 e gli
autovettori relativi a 4 sono tutti i vettori non nulli del tipo (a,−a, b). Calcolando la
polare rispetto aQ2 di [0, a,−a, b] risulta pertanto che i piani principali perQ2 sono
tutti e soli i piani di equazione 4ax − 4ay + 4bz + 3b = 0 al variare dei parametri
reali a, b non entrambi nulli.

Per completare lo studio della quadrica Q2 osserviamo che l’asse del parabo-
loide è l’intersezione di due qualsiasi piani principali distinti, ad esempio quelli di
equazione x − y = 0 e 4z + 3 = 0; intersecando l’asse conQ2 si trova che il vertice

del paraboloide è il punto
(
− 1

16 ,−
1
16 ,−

3
4

)
.
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Nota. Il metodo basato sullo studio della conica all’infinito usato per il riconosci-
mento del tipo affine della quadrica Q1 può essere utilizzato per determinare il tipo
affine di qualsiasi quadrica Q non degenere. Infatti, denotata con Q∞ = Q∩ H 0 la
conica all’infinito, si ha:

– se Q∞ è irriducibile con supporto reale vuoto, allora Q è un ellissoide reale o
immaginario (per decidere se è reale basta trovare un punto reale nel supporto);

– se Q∞ è irriducibile con supporto reale non vuoto, allora Q è un iperboloide
iperbolico o ellittico (fatto che può essere deciso ad esempio studiando la natura
di un punto della quadrica);

– se Q∞ è una coppia di rette reali distinte, allora Q è un paraboloide iperbolico;
– se Q∞ è una coppia di rette complesse immaginarie coniugate, allora Q è un

paraboloide ellittico.

Esercizio 4.86

Sia Q la quadrica di R3 di equazione

f (x , y, z) = 2y2 − x2 + 2yz + 2z2 − 3 = 0.

Si determinino tutte le rette diR3 contenute inQ e passanti per il punto P = (1,
√
2, 0)

di Q.

Soluzione La quadrica Q è rappresentata dalla matrice simmetrica

A =

⎛⎜⎜⎝
−3 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 2 1
0 0 1 2

⎞⎟⎟⎠ .

Poiché det A = 9, la quadrica è non degenere. Più precisamente si vede che det A =
−3, sign(A) = (2, 1) e sign(A) = (2, 2). Dalla Tabella 1.2 di 1.8.8 si deduce cheQ
è un iperboloide iperbolico.

Essendo dunque P un punto iperbolico, per tale punto passano due rette reali
distinte contenute inQ; possiamo trovarle determinando le componenti della conica
degenere Q∩ TP(Q).

Con facili calcoli si vede che∇f = (−2x , 4y + 2z, 2y + 4z) e dunque∇f (P) =
(−2, 4

√
2, 2
√
2). PertantoTP(Q) ha equazione−2(x−1)+4

√
2(y−

√
2)+2

√
2 z =

0, ossia x − 2
√
2 y −

√
2 z + 3 = 0.

L’immagine della conica degenere C = Q∩TP(Q) sul piano x = 0 attraverso la
proiezione p tale che

(2
√
2 y +

√
2 z − 3, y, z) �→ (0, y, z)

è la conica degenere C′ di equazione

g(y, z) = f (2
√
2 y +

√
2 z − 3, y, z) = −6y2 − 6yz + 12

√
2 y + 6

√
2 z − 12 = 0,
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rappresentata ad esempio dalla matrice

A =

⎛⎝ 4 −2
√
2 −

√
2

−2
√
2 2 1

−
√
2 1 0

⎞⎠ .

Sapendo che C′ è l’unione di due rette distinte che si intersecano in p(1,
√
2, 0) =

(
√
2, 0), si trova facilmente che le componenti di C′ sono le rette del piano x = 0 di

equazioni y −
√
2 = 0 e y + z −

√
2 = 0. Pertanto le componenti irriducibili di C

sono le rette di R3 di equazioni{
y −

√
2 = 0

x − 2
√
2 y −

√
2 z + 3 = 0

{
y + z −

√
2 = 0

x − 2
√
2 y −

√
2 z + 3 = 0

,

che sono le rette cercate.

Esercizio 4.87

Siano r, s ⊆ R3 rette sghembe, sia d l’usuale distanza euclidea di R3, e si consideri
l’insieme

X = {P ∈ R3 | d(P, r) = d(P, s)}.
Sia inoltre l ⊆ R3 l’unica retta che interseca sia r sia s e ha direzione ortogonale
sia alla direzione di r sia alla direzione di s, e siano Q1 = r ∩ l, Q2 = s ∩ l.

(a) Si mostri che X è il supporto di un paraboloide iperbolico Q.
(b) Si mostri che l è l’asse di Q, e che il vertice di Q coincide con il punto medio

del segmento di estremi Q1 e Q2.
(c) Si mostri che Q è metricamente equivalente alla quadrica Q′ di equazione

x2−y2−2z = 0 se e solo se le direzioni di r e s sono ortogonali e d(Q1,Q2) = 1.

Soluzione (a) È facile verificare che, a meno di cambiare coordinate tramite
isometrie di R3, si può supporre che r abbia equazioni x = y = 0. Tramite una
rotazione intorno a r ed una traslazione nella direzione z (trasformazioni che lasciano
invariata r) è poi possibile portare s in una retta di equazioni x − a = z − by = 0
per qualche a > 0, b ∈ R, per cui supporremo d’ora in poi che r ed s siano
definite dalle equazioni appena descritte. Osserviamo che nelle coordinate scelte la
retta l ha equazione y = z = 0 ed interseca r (risp. s) nel punto Q1 = (0, 0, 0)
(risp. Q2 = (a, 0, 0)).

Se P ∈ R3 ha coordinate (x̂ , ŷ, ẑ), si ha ovviamente

d(P, r)2 = x̂2 + ŷ2. (4.8)

Inoltre, poiché la retta s ammette la parametrizzazione t �→ (a, t, bt), t ∈ R, il
quadrato della distanza diP da s coincide con ilminimodi (x̂−a)2+(ŷ−t)2+(ẑ−bt)2

al variare di t in R. Un semplice calcolo mostra allora che si ha

d(P, s)2 = (x̂ − a)2 + ŷ2 + ẑ2 − (ŷ + bẑ)2

1 + b2
. (4.9)
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Confrontando (4.8) e (4.9) si ottiene dunque che X coincide con il supporto della
quadrica Q di equazione

y2 − z2 + 2byz + 2a(1 + b2)x − a2(1 + b2) = 0.

Verifichiamo che Q è un paraboloide iperbolico. Poiché Q è rappresentata dalla
matrice simmetrica

A =

⎛⎜⎜⎝
−a2(1 + b2) a(1 + b2) 0 0

a(1 + b2) 0 0 0
0 0 1 b
0 0 b −1

⎞⎟⎟⎠ ,

la tesi segue dal fatto che det A = 0 e det A = a2(1 + b2)3 > 0 (cfr. 1.8.8).

(b) Ricordiamo che un iperpiano H ⊆ R3 è principale se e solo se H = polQ(P)
per qualche P = [0, p 1, . . . , pn] tale che il vettore (p 1, . . . , pn) sia autovettore per
A relativo ad un autovalore non nullo (cfr. 1.8.6). È facile verificare che A ammette
gli autovalori λ1 = 0, λ2 =

√
1 + b2, λ3 = −

√
1 + b2. Inoltre, se b = 0 gli

autospazi relativi a λ2 = 1 e λ3 = −1 sono generati rispettivamente da (0, 1, 0)
e (0, 0, 1), per cui Q ammette due iperpiani principali H1, H 2, aventi equazioni
rispettivamente y = 0 e z = 0. Se invece b 
= 0, gli autospazi relativi a λ2 e λ3 sono
generati rispettivamente da (0, b,

√
1 + b2− 1) e (0, b,−

√
1 + b2− 1), per cui i due

iperpiani principali H 1, H 2 di Q hanno equazione rispettivamente

by +
(√

1 + b2 − 1
)

z = 0, by −
(√

1 + b2 + 1
)

z = 0.

Poiché in ogni caso H 1 ∩ H 2 = l, l’asse di Q coincide con l, come voluto. Inoltre,
mettendo a sistema le equazioni di l con l’equazione diQ si ottiene immediatamente

che il vertice V = Q ∩ l di Q ha coordinate
(

a
2 , 0, 0

)
, e coincide pertanto con il

punto medio del segmento di estremi Q1,Q2.

(c) Osserviamo innanzi tutto che d(Q1,Q2) = a, e che le direzioni di r e s sono
ortogonali se e solo se b = 0.

Supponiamo ora che Q sia metricamente equivalente alla quadrica Q′, che è
rappresentata dalla matrice

B =

⎛⎜⎜⎝
0 0 0 −1
0 1 0 0
0 0 −1 0
−1 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ .

Ragionando come nella Nota successiva all’Esercizio 4.80, dal fatto cheQ eQ′ sono
metricamente equivalenti si deduce che det A = det B, e che le matrici A e B sono
simili. In particolare, gli autovalori di A devono coincidere con quelli di B, che sono
0, 1 e −1. Per quanto visto nella soluzione di (b), ciò implica b = 0, ovvero che
le direzioni di r e di s sono ortogonali. Poiché det B = 1 e det A = a2(1 + b2)3,
quando b = 0 la condizione det A = det B ed il fatto che a > 0 implicano che
a = 1. Dunque d(Q1,Q2) = a = 1.
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Viceversa, se b = 0 e a = 1 la quadrica Q ha equazione y2 − z2 + 2x − 1 = 0.

Se ϕ : R3 → R3 è l’isometria definita da ϕ(x , y, z) =
(
−z + 1

2 , x , y
)
, si ha allora

ϕ(Q′) = Q, per cui Q e Q′ sono metricamente equivalenti.
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molteplicità di intersezione, 27, 55

nodo, 52

parabola, 45
paraboloide, 41

– ellittico, 48
– iperbolico, 48

parametrizzazione di un fascio di
iperpiani, 84

parte affine di un’ipersuperficie proiettiva,
25

piano
– diametrale, 44
– esterno, 38
– proiettivo, 3
– secante, 38
– tangente, 38

polare
– di una retta rispetto a una quadrica,

235
polinomio

– deomogeneizzato, 21
– omogeneizzato, 21
– omogeneo, 20

polo, 34
principio

– di dualità, 15
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