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Exercice 1 (question de cours)

Soit n ∈ N∗ et soit N une norme quelconque sur Kn.
1. Montrer qu’il existe β > 0 tel que : ∀x ∈ Kn, N(x) ⩽ β ‖x‖∞.
2. Montrer qu’il existe α > 0 tel que : ∀x ∈ Kn, α ‖x‖∞ ⩽ N(x).

Indication : raisonner par l’absurde. On admettra que toute suite bornée de (Kn, ‖ ‖∞) admet une suite
extraite convergente.

3. En déduire que, dans un K-espace vectoriel E de dimension finie, toutes les normes sont équi-
valentes.

Exercice 2

Soit n ⩾ 1. On munitMn(K) d’une norme ‖ ‖ et on note GLn(K) l’ensemble des matrices inversibles.
1. Montrer que GLn(K) est dense dans Mn(K).
2. Montrer que GLn(K) est un ouvert de Mn(K).
3. Soient A,B ∈ Mn(K). Montrer que : ∀x ∈ K, det(xIn −AB) = det(xIn − BA).

Exercice 3

Soit (E, ‖ ‖) un espace vectoriel normé et C une partie convexe de E.
1. Montrer que C est convexe.

2. Soient a ∈
◦
C et b ∈ C. Montrer que : ∀t ∈ [0, 1[, (1− t)a+ t b ∈

◦
C.

3. On suppose
◦
C 6= ∅. Montrer que

◦
C = C.

4. On suppose toujours
◦
C 6= ∅. Montrer que l’intérieur de C est égal à

◦
C.

Ces résultats subsistent-ils si l’on ne suppose plus C convexe?
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Exercice 1 (question de cours)

1. Soient a < b deux réels. Montrer que, pour tout f ∈ C([a, b],K), ‖f‖1 ⩽
√
b− a ‖f‖2 ⩽ (b −

a) ‖f‖∞.
2. Sur C([0, 1],R), montrer que deux normes distinctes parmi ‖ ‖1, ‖ ‖2, ‖ ‖∞ ne sont jamais équi-

valentes.
3. SoientN1,N2 deux normes sur un espace E,N1 étant dominée parN2. Montrer que tout ouvert

de (E,N1) est un ouvert de (E,N2), et que tout fermé de (E,N1) est un fermé de (E,N2).
4. Application : l’ensemble U =

{
f ∈ C([0, 1],R)

∣∣ ‖f‖2 < 1
}
est-il ouvert pour ‖ ‖∞ ? pour ‖ ‖1 ?

Exercice 2

On munit E = C([0, 1],R) de la norme ‖ ‖∞ et on pose

A =
{
f ∈ E

∣∣∣ f(0) = 0 et
∫1
0

f(t)dt = 1
}
.

1. Montrer que A est une partie convexe et fermée de (E, ‖ ‖∞).
2. Montrer que, pour tout f ∈ A, ‖f‖∞ > 1.
3. Montrer que d(0,A) = 1. La distance de 0 à A est-elle atteinte?
4. La partie A est-elle fermée dans (E, ‖ ‖1)?

Exercice 3

Soit (E, ‖ ‖)un espace vectoriel normé et (un)n∈N ∈ EN. On noteV l’ensemble des valeurs d’adhérence
de (un).

1. Montrer que a ∈ V si et seulement si : ∀ε > 0, ∀N ∈ N, ∃n ⩾ N, ‖un − a‖ ⩽ ε.

2. En déduire que V =
⋂
N∈N

{un | n ⩾ N}, puis que V est un fermé de E.

3. Construire une suite réelle dont l’ensemble des valeurs d’adhérence est [0, 1].
Existe-t-il une suite réelle dont l’ensemble des valeurs d’adhérence est ]0, 1[?
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Exercice 1 (question de cours)

Soit E un K-espace vectoriel.
1. Soit ‖ ‖ une norme sur E. Montrer que toute boule (ouverte ou fermée) de (E, ‖ ‖) est convexe.
2. Soit N : E → R+ vérifiant la séparation et l’homogénéité. On pose B = {x ∈ E | N(x) ⩽ 1}.

Montrer que N est une norme sur E si et seulement si B est convexe.

3. Application : l’application (x1, x2) 7→
(√

|x1|+
√

|x2|
)2 est-elle une norme sur R2 ?

Exercice 2

Soit n ∈ N et a0 < a1 < · · · < an des points de [0, 1]. Pour P ∈ Rn[X], on pose

N(P) = max
0⩽i⩽n

|P(ai)| et ‖P‖∞ = sup
t∈[0,1]

|P(t)|.

1. Montrer que N est une norme sur Rn[X], et justifier qu’il existe C > 0 tel que ‖P‖∞ ⩽ CN(P)
pour tout P ∈ Rn[X].

2. Soit f : [0, 1] → R une fonction (non supposée continue) et (Pk)k∈N une suite d’éléments de
Rn[X] telle que

sup
t∈[0,1]

|Pk(t) − f(t)| −−−−−→
k→+∞ 0.

Montrer que f est (la restriction à [0, 1] d’)une fonction polynomiale de degré au plus n.
Indication : on pourra introduire le polynôme interpolateur de Lagrange de f aux points a0, . . . , an.

3. Pour f ∈ C([0, 1],R), on note L(f) ∈ Rn[X] ce polynôme interpolateur. Montrer que

‖f− L(f)‖∞ ⩽ (1+ C) d
(
f,Rn[X]

)
,

la distance étant prise pour la norme de la convergence uniforme sur [0, 1].

Exercice 3

Soit (E, ‖ ‖) un espace vectoriel normé et F un sous-espace vectoriel de E.
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

2. Montrer que si
◦
F 6= ∅, alors F = E.

3. Soit H un hyperplan de E. Montrer que H est fermé ou dense dans E.
4. On pose E = C([0, 1],R) et H = {f ∈ E | f(0) = 0}. Montrer que H est fermé dans (E, ‖ ‖∞) et

dense dans (E, ‖ ‖1).


